E T S I TELECOMUNICACION

ECUACIONES DIFERENCIALES

‘Examen ordmano (y 2) de Juho de 1998.

| PROBLEMA 1.

,Con51dere la ecuac1on d1ferenc1a1 51gu1ente e
e iy -u"+u= f (x)
donde fx)es la func1on contlnua a trozos deﬁmda por
| i (o O<x<05_
fx)=41 05<x<07
0 07<x<l1

a. Resuelvael problema de forma anahtlca si gulendo Jos pasos si gulentes. N
al) Obtenga la solucién de la ecuacién homogénea. |
a2) Obtenga la solucién de la ecuacién no homogéna en cada uno de los submtervalos
[0,0.5], 10.5,0.7[ y [0.7,1] por separado (en términos de constantes arbitrarias).

a3) Obtenga u(x), es decir, determine las 6 constantes arbitrarias, teniendo en cuenta
que u verifica las condiciones de contorno u(0) = u(l) Oyqueuyu deben ser
continuas en todo el intervalo [0,1]. :

b. Resuelva e] problema de contorno por diferencias finitas utilizando como norma de la
particién h = 0.2. Compare con la solucién hallada en a) '

c. Resuelva el problema de contorno por el método de ponderacién utilizando como
funciones de prueba u(x) = asennx + Bsen2mx + ysen3mx, y como funciones test las
funciones caracteristicas en los intervalos [0,0.5], [0.5,0.7] y [0.7,1]. Compare con la
solucién hallada en a). (Nota: la funcién caracteristica sobre un intervalo es aquella

que vale 1 dentro del intervalo y O fuera de él).
Puntuacién: al) 2p; a2) 2p; a3) 2p; b) 2p; ¢) 2p.

PROBLEMA 2.

Sea A una matriz cuadrada real de orden n. Con51dere el siguiente 51stema de ecuacxones
diferenciales (de coeﬁcmntes no constantes): Y’ =AY. -
a) Mediante el cambio ¢ = e* pruebe que el sistema anterior se transforma en el sisterna de
coeficientes’constantes:
2

L

dz* dz:. . &y
b) Suponga que la matriz A tiene n valores proplos dlstmtos y mayores que -—1/4 Descrlba
la solucién del sistema obtenido en a). i
c) Dado el sistema de ecuaciones

tzx" =.‘ x+y + logt

t’y" = 3x-y " |
transférmelo usando el apartado a) en uno de coeﬁcmntes constantes y éste a su vez en uno
de primer orden. ‘

d) Resuelva el homogéneo asociado del apartado c). ,

e) Halle una solucién particular del apartado c).
Pumuac1c’m ] 2,2, 3,2
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a. a.1) La homogénea es —u” + u = 0. El polinomio caracteristico es —A? + 1, cuyas raices son
A = 1. Luego la solucién general de la homogénea es uh(:) Cie” + Cre~7, C1,C2 € R.
(Las constantes pueden variar en cada intervalo). ‘

a.2) En los intervalos [0,0.5) y [0.7, 1] la ecuacién es homogénea. Sélo falta hallar una solucién
particular para el intervalo ]0.5,0.7: Como el término independiente es una constante,
conjeturamos up(z) = A. Al forzar que u, satisfaga la ecuacién diferencial no homogénea:
A = 1. Por tanto la solucién final es

Cie* +Cae==  z € [0,0.5)
u(z) =¢ Cse* +Cqe~*+1 1z €]0.5,0.7]
Cse” + Cee™" TE [07, l]

a.3) A partir de u(0) =0 obtenemos de u(1) = 0, se obtiene lee +Coe” =01
!

De la continuidad de u en los puntos 0.5, 0.7 se tiene

[Cleo"" + Ce=95 = Cae®5 + Cie~05 + 1 l

Cse®7 + Cie™®7 + 1 = Cse®7 + Cee™"7 |

De la continuidad de u' en los puntos 0.5,0.7 se tiene

[C;eo 5 Cge 05 = Cpe®® — C4e'°'5—]

[Cse - C4e ’ 0.7 = 0566;7 - Cse'o'ﬂ

Las 6 ecuaciones enmarcadas proporcmnan un s1stema 6x6 compatible determinado.

Yug = u(O 6), uy = u(O 8). Debldo a las condiciones de contorno- uo = u(O) = 0 u5 = u(l) = 0.
Obtenemos las ecuacxoneS' . L e : TR

(et e,

‘h’

b Usamos h= 0. 2 yla formula u”(z) ~ ﬂ’—"'h“’"(,f-” 2u(e) Llamamos ug = u(0. 2)1 us = u(0. 4)1



‘ Matriciﬁlmente;

&1

—3 u |
Or ‘ Us -
0

Sistema que se puede resolver.

c. Calculemos e] residuo de u(z) = asennz + ,Bsen 27rz + 7 sen 37rz. Vanamos un poco ]a notacxon ;
para hacerla mas compacta. u(z) = 2? 1 Q5 sen]wz. wa " o

R(u(z)) = ;-u" +u-f(z) = z ((.171')2 + 1) a, seanz - f(z)

i=1

Multipliquemos escalarmente el residuo por funciones caracteristica: (el produéto escalar, al -
tratarse de un problema planteado en [0,1] es (f,g) = fol f(z)g(z) da. '

1 b . :
(R, X{a,b)) =-/0 R(u(z))x(a,)(z) d=z =/a R(u(z)) dz =
3 b b
=Z((j7r)2+1) aj/ sen jrz dz—/ f(z) dz =
-=1 i a a .
Z ((J”) + 1) o =" J(cos jwa — cos jmb) — /b f(z) dz.

Hemos de igualar a 0 los productos escalares anteriores para los intervalos [0, 0.5], [0.5, 0.7], [0.7, 1],

obteniendo: .
. 2 .
yoymr 4l (l_cosﬂ_"),,j -0,
, T 2
i=1
3 ,. . . 0.7
(i7)’ +1 i T\ / o
E i cos 5= —cos o~ | aj = s dz = 0.2,

3 .« \2 .
Z-(-']—r)—i—l- (cos M - cosjw) a;j=0.
= i 10

Matricialmente se puede poner

w’il . ar ":t12 . .2 933:1 a1 0
-—+—( cos3T) AT l(—1-cos2]y) (- cos3F) a2 | =102 |.
£41(1 4 cos ZF) AT (—1+4cos2F) 25E(1+ cos3E]) a3z L0

Sistema 3x3 que se puede resolver.




PrOb’l;em‘d2

. a. Al hacer el cambio ¢ = e‘l (o z= logt) se tiene
o &y _ave 1y
g ~ dt ~ dzdt tdz’ R
Y L ()L () L (L8R L (YY)
@ a\d)T1a\" T)TINT TS &%) Te\d d )

Luego el sistema t2Y"” = AY se transforma en

a2y oy
Pl Panbd | )

&

b. Conjeturamos como solucién de (1), ¥(z) = e#*w, donde # € R y w € R". Al forzar que Y (z)
satisfaga (1), tenemos p?e#* w— pe* w = Ae#*w. Simplificando Aw = (p? — p)w. Es decir p? —p
ha de ser un valor propio de A y w un vector propio asociado. Sean A;,--+, A, los valores propios
de A con vector propio asociados, respectivamente, vy,+-- , vn, entonces

1+ /144N
2 ]

p-pi=h = =

al tener 1+ 4); > 0, entonces y; € IR. Y por tanto

1+\/1+4/\,-z)v~ 14 /1~4);
2 el

: ,  exp( 5 z)v;, i=1,---,n

exp(

son soluciones independientes. Como el conjunto de soluciones es un espacio vectorial de di-
mensién 2n, la solucion general del sistema (1) es

Y(2)= EA,- exp(l_'t_.___. V;'*";’\"z)v; + B; exp(l - ;+4 iz)v,-, Ai, Bi€eR.
i=1 :

~ c. Elsistema t2Y*” = AY + b(t) transformado es ¥ — ¥ = AY + b(e?), en este apartado:

= z4+y+z
= 3z-y
# Haﬁembs £ = uy=u. Tenemos |
z : 0 0 10 E 0
yv] {0 0 01 y 0
u ~“]11.:1-10 u + z
v 3. -1 0.1 v 0




e. Dado el mstema no homogeneo

El polmomlo caracterlstlco de la matriz es A* - 2A3 +A2 - 4 cuyas raices son A ...‘-l A 2,
. A=1/2+1i/7/2. Los vectores propios a.soc1a.dos a A= —1son L{(1,1,-1,~-1)}. Los asociados
a A = 2 son L{(1,1,2, 2)}. Los asociados a A = 1/2 + iv/7/2 son L{(1,-1/3,X,=1/3)}. (No
hace falta hallar los vectores proplos “asociados al conjugado de este valor propio). La matrxz es
~ diagonalizable, pues es de orden'4 y tiene 4 valores proplos dlstmtos De los dos valores proplos ‘
reales obtenemos dos soluc1ones mdependlentes. e

-1 ; Ia' -

Del valor propio complejo A =1 /2 +iV7 /2 obtenemos dos soluc1ones reales mdepend1entes. (Se .. ;
omite la tercera y la cuarta coordenada, pues a la hora de hallar z(z) e y(z) son innecesarias).

Az _1/3
*
*

o
1

1

= e*/?(cos £1+ isen ﬁz) ~1/3
\ 2 2 *

1 v 1
—ot2 0 VI —1/3 ez VL —1/3 | _
= e*/* cos 2 . +ie*/*sen 22 . =

* *
= Ya(z) +iYa(z).

La solucion general del sistama homogéneo es
4
Y CYi(z), Ci=R,i=1,,4.
Nos quedamos con la priméra y segunda coordenada, y deshacemos el cambio:

z(t) ='C1% + Cat? + C3v/1 cos £Zlogi + C4V1sen JTilogt,

y(t) = cl- + czt’ - -csﬁ cos £ logt - -cn/i sen i logt.

e gy
i
-0 o0
—_O O
¢ Wy

0
0
z,
0

- o
O O

a1
—




conjeturamos Yp (z) =a + bz, (a, b € IR*) ya que el término independiente del sistema es un
polinomio de grado 1 y el 0 no es valor propio de la matriz. Forzamos que Y, (z) satisfaga el
sistema: ~ .. ¢ TR e : : 1

= b= Aa, 0=Ab+ S E

Resolviendo los dos sistemas: a = (1/4,.0,‘—1/4, -3/4)t, b= (-1/4,-3/4,0,0)". Nos quedamos

it

—_—0 o

b=A(a+ bz) + z

- 86lo con la primera y segunda coordenada y deshacemos el cambio:

11 ' 3
zp(t) = i Zlogt, yp(1) =‘--4—Iogt.




