E T S I TELECOMUNICACION

E CUA CIONES DIFERENCIALES Examen ordlnarlo de Junlo de 1998

ALGEBRA LINEAL YE CUA CIONES DIFERENCIALES (prlmera parte)

PROBLEI\IA 1

Una capa limite es una regxén de un dominio b1 ) tndlmenslona] en la que se producen camblos .
répidos del valor de una variable. Son numerosos los fenémenos fisicos en que este
comportamiento tiene lugar. De manera ideal el comportamiento de la magnitud puede
simularse con un modelo sencillo, pero el efecto de la capa limite no es detectable por dicho =
modelo. La inclusién en el modelo de los términos necesarios para representar la capa limite es .« -
delicada porque intervienen magnitudes con frecuencia en una escala de orden diferente.
Consideremos aqui un problema unidimensional. El comportarmento ideal viene descnto por %

y+y 0, O<x<], (1)_1 o (1)
Y el problema de contorno siguiente incorpora el efecto de la capa lfmite ; A
& +y'+y=0, 0<x<l, y(0)=0,y1)=1 @

donde € es una magnitud positiva pero muy pequefia.

a) Resuelva el prob]ema ideal (1) de forma analitica y dibuje la solucién. bSat:sface ésta ]as
condiciones de contorno del problema completo (2)? ;| Dénde se localiza la capa limite?

b) Resuelva ahora también de forma analitica el problema completo (2) para € arbitrario.

c) Obtenga la solucién correspondiente a € = 0.1 y compérela con la solucién del apartado a)
en los puntos 0, 0.2, 04, 0.6, 0.8 y 1. ;Para cudles de estos valores la diferencia entre
ambas es menor que 0.05?

d) Resuelva e] problema (2) para € = 0.1 mediante diferencias finitas tomando h= 0. 2 LSe
captura el comportamiento cerca del §? Interprete este hecho y sugiera alguna mejora.

e) También con € = 0.1, resuelva el problema mediante el método de colocacién utilizando
como puntos de colocacién x = 1/3 y x = 2/3. Utilice como espacio de aproximacién el
conjunto de los polinomios de grado menor o igual que 3 que satisfacen las condiciones de
contorno. Observe que estos polinomios son de la forma x + a(x - x*) + B(x - x) LPuede
sugerir alguna mejora?

Fuiluavidn. a) € puiivs, by 2 puntos, ¢) 1 puntos, d) 3 puntos, e) 2 puntos.

PROBLEMA 2.

x'=3x-y
a) Resuelva el sistema

y'=-=x+ 3y :

b) Obtenga las trayectorias ortogonales de la familia de curvas solucién de a). (Sugerencxa y
exprese la solucién en la forma F(x,y) = K eliminando la s en la soluc:on de a)).

x'=3x+y+t

c) Resue]va, pa.ra a=1,¢el sistemna \
y==x+y+l+e

ot

d) Del sistema planteado en c), paraa =0, se puede obtener (denvando la pnmera ecuacién y o
utilizando la segunda) x’’ = 4x’ - 4x + 3 - 1. Resuelva esta ecuacién de dos modos
diferentes: - , Rt s

¢ De la manera usual, es decir, mediante el polinomio caracteristico.

e Observando que x(7) = e® verificala homogénea y por reduccién del orden.

Y.

Puntuacion: a) 2 puntos, b) "Z_ﬁmos, c) 3 puntos, €) 3 puntos.




PROBLEMA 2

a) 'Ma’tricrialniénée“ el sistema es:

£ A ‘ : A

Los valores y vectores prop1os de A que aparece son

2 = L{ll)}
4 = L{(l—l}

La soluc1on general del s1stema es:

z(t) Y A 2 f 1 of 1 z(t) = Cie* + Coet
y(t) = Cie 1 +,C'26 1 = y(t) = Cpe?— Cge‘“ .
b) Sumando y restando tenemos
(t) +y(t) = 20167
z(t) - y(t) = 2Cge*
De donde ’A
(:zt+y) —402 at _402“' = K(z - y).
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Obtengamos la ecuacién diferencial de esta familia de curvas: Despejamos
Ky derivamos:

d ((+y)) _2=+y)1+y)(z—y) = (z+y)’(1-y)

dr \ z-y B (z—y)?

S1mphﬁcamos. r—3y= J' (y — 3x). Por lo que la ecuacion diferencial de las
trayectorias o1tocronales es:. ‘

Al despejar y' se observa que es homooenea (La ecuacién antenor se puede
resolver de otra manera observando que es ,e\acta) :

‘\}’




Hacemos el cambio u = <, obtenemos

T 143u

~ Ecuacién Séparablé Si (u) denota una prumtwa de

“entonces
Flu)=K + logx Las trayectonas ortogonales son:

~3u? —2u+3 3z

F (E) Clogz+ K.
F{Z)= g

NOTA: Este problema se puede resolver de otras manera diferente: Ob-
tengamos la ecuacién diferencial de la solucién sin usar la variable #:

Y la resolucién continda como antes.

c) Matricialmente el sistema es

z '_ 3 1 T 0 ! o9
(3) (2 0)()+(3) () +<(s
= Y =AY + ug + tuy + Etu2-

Hallemos la solucién de la homogéa: La matriz A sélo tiene un valor propio:
A = 2 (con multiplicidad algebraica 2). El conjunto de vectores propios
es I_{ (1,-1)}. A no es diagonalizable, por lo que hay que hallar su forma
candnica de Jordan: 4 = SJS! ‘
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S=low)  J=|,4 ,

De AS = SJ obtenemos Av, = 2uv,, Avy = v; + 2. Por tanto vy =
(1,—1) y una solucién del sistema de v; es, por ejemplo,.v; = (1,0) (Este
sistema es indeterminado) Luego {(151),(1,0)} forma una cadena de Jordan
asociada al valor proplo 2. Una base del conjunto de solucxones de la ecuacxon
homogenea es: . ‘

1 ‘ 1 ~
2t 2t L 2e2t ;




‘ _Con_]ueturamos como solucién part1cular } = wo + tw1 + e wg, forzamos que
_cumpla la ecuacién no homogenea-

Ao + thw, + ey + g + tuy 59’2’6?\‘23 .

.1g'1ialahdo:.térnﬁribsﬁ

w1 = Awo + Uoy:

” Resolwendo estos 3

1/4 AL (1)
\-1) T —ye )78 =2 )

La solucmn general es la solucmn de la homogenea mas la solucién de la
partlcular- _ T , W

~1/4
~1/4

1/4
~1

1

t
+e | ).

T+ +t C1,Cr e R.

. dl)El pyﬁ‘)linomio caracteristico es A2 —4\A+4 = 0. La dnica raiz es A = 2
(doble) Por lo tanto {e*,?e?} forma una base del conjunto de soluciones de
la homoaenea Conjeturamos para la particular z,(t) = A + Bt. Forzamos

que :z:p venﬁque la no homovenea e 1gua1a1nos te1m1nos semejanteS'

0 "= 4B 4443

R R e I

‘Obtén.emqs‘:.‘_‘li = ‘1‘/2, B= -—1 /4 La soluc1on oeneral es:




dos veces se tiene (jNo olvide las constantes de integracién!)

simplificando tenernos e?'v” = 3 — ,t’, de donde v".' = e~2(3 — t). Al infegra.r _

v(t) o .(5___1.(_2_-—_t).

2 + Cit+ C;

Como z(t) = e*v(t), la solucién general de la ecuacién es:
2-—-1 '
I(t) = "T + C]f&‘z’ + Czez’,

que se observa que coincide con la solucién obtenida previamente.

~1
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