E T.S.1 TELECOIMUNICACION '

ECUACIONES DIFERENCIALES

Exame\n ordinario de Junio de 1999

"“"PROBLEMAI iy 1
Con51dere el problema d1ferenc1al 51gu1ente'

a) (_Que letra utlllzarla para la vanable mdepend1ente‘7 (_Por que‘7 i

b) Resuelva el problema de forma analitica. v

¢) Resuélvalo por diferencias ﬁmtas utilizando 3 puntos mtenores ademas de los
extremos del intervalo. :

d) Resuélvalo por el método de colocacién utilizando 71:/8 71:/4 y 371:/8 como puntos de
colocacién y como funciones de prueba las generadas por las func1ones sen2x, sendx
y senbx.

e) Compare los resultados obtenidos.

Puntuacion: a) 1p; b) 3p; ¢) 2p; d) 3p; e) 1p.

PROBLEMA 2.

Sea A una matriz cuadrada real. Considere el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales de segundo orden: Y’ = AY.

a) Si A es un valor propio real no nulo de A con vector propio asociado 1 v, halle dos
soluciones independientes del sistema Y >’ = AY. Distinga los casos A positivo y
negativo.

b) Considere el sistema

”

X 5 -1Y=x t

+
y). \1l 3 Ay) |\
Transférmelo en uno de orden 1 equwalente.
¢) Resuelva el sistema homogeneo asociado. - ..
d) Halle una solucién particular del sistema completo.
e) Obtenga la solucidn que verifica x(O) x(O) y(O) y (O) O

Puntuamon a) 2p; b) 2p; €) 3p, d) 2p, e) 1p
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Problema 1.

a. Laletra z por tratarse de un problema de tipo “espacial”.

b. El polinomio caracteristico es =A% +2X —2, cuyas raices son A = —1+i. Una solucién compleja es

e~(1%1)7 = =% cos r—ie~T sen z. La parte real e imaginaria proporcionan un sistema fundamental
de soluciones. La solucién general de la homogénea es:

up(z) = e~*(Cycosz + Casenz), C,CaeR.

Para la particular conjeturamos u,(z) = A. Forzando que u, satisfaga la ecuacién diferencial no
homogénea obtenemos u,(z) = —1. Luego la solucién general de la ecuacién es

u(z) = up(z) + up(z) = e~ *(Crcosz + Cysenz) — 1, C1,C2 € R.
Forzamos que ulz) satisfaga las condiciones en la frontera:
0=u(0)=C1~-1, O=u(r/2)=e"2Cy-1.
Obtenemos C; = 1, C2 = e™/2. Luego la solucién analitica es:

u(z) = e “(cosz + e ?senz) — 1.

¢. Llamamos v, = «(k#/8), k =1,---,4. h = r/8. Usamos las férmulas:

Ty o Uppy + Upoy — 2ug Ty uk+‘1r¥uk_1 ‘
‘U('ré!) = iz . 9 u (L—&) = -——2—’1—-——.

Usando la ecuacién diferencial:

Uy + Uj—1 — 2u; Uppl — Uk _ o '
_[ i ]+2[——§h———]—2ukf-2, k=1, 2, 3.

Teniendo en cuenta que up = u4 = 0, obtenemos el siguiente sistema 3 x 3:

E-2 o4 0 u 2

1 1 2 _9 1 _1 —_ 9

TRTR RS BT uz f=4 2 1.
0 -3-% E-2 ua 2




residuo de esta funcién:

R(z) = —u" + 2 -2u—"—
= a(4 cos 2z + ‘7sen 2z) + b(8cos 4z + 14sen 4z) 4+ c(12cos 6z + 34sen 61:)

Forzamos que el re51duo sea 0 en los puntos elegidos:
0 = R(n/8) = 3v2a + 14b+ 11v/2c - 2
0=R(x/4) =22 —8b—34c-2 .’
0= R(37/8)= ~v2a - l4b+"3\/—c— 2.

Obtenemos un sistema 3 x 3 que se resuelve ficilmente.

Problerha 2.

(2)(9 8)=(2)

Intentemos hallar los valores y vectores propios de ( 3 CI) ):

uy \ _ Uy Uz = puy — 2
(,4 0)( )—IJ(UQ) = Aulz,uuz}Aul-#ul'

)

v Ent
" \/Xv . Eutonces
eV v e VA v
Vie /¢ —VAv

Sx A < 0 entonres A = —w para cierto w, entonces

d. Se conjetura como solucién aproximada u(z) = o'sen2z + Bsendz + ysen6z. Calculamos el

a. Primero transformemos el sistema en uno de primer orden: Llamamos Z; =Y, Z; = Y’. Entonces

Como v es un vector propio asociado al valor propio- A de la matriz A, concluimos que +vA

. 1 . . .
.- son valores propios de ( 4 0 ) con vectores propios correspondientes, respectivamente a

son dos soluc10nes (del problema de primer orden). Del problema original simplemente nos
quedamos con las prlmeras coordenadas- ‘ Vity  e=V3y son dos soluciones independientes.




c. Veamos si la matrlz A de orden 4 del 51stema es dlagonallzable.

det(4 ,\1)_ g "(A'?—

'Los valores propios son /\ :l:‘7 (con multlphCldad a]gebralca 2).
asociados a A =2: . i

0 a\ /0

0 .-2 0 1 b1 .0

5 -1--2 0 c| 10

1 30 -2 d 0
Los vectores proplos asoc1ados al=2son L{(1,1,2,2)}. La matrlz A ya no es dlagonallzable,
ya que m.a.(2) # m. g (2). Ahora calculemos los vectores propios asoc1ados ad=-2" e

2 0 10\ /[a 0 |

0 2 01 b | _t{ o 0 — 1 O — =

5 _1 2 0 ¢ -_— 0 =>-ﬂ— C, .-b—'_d, a—b.

1 3 0 2 d 0
Los vectores propios asociados a A = —2 son L{(1,1,~2,~2)}. Calculemos la forma candnica

de Jordan de A: Como ambos valores propios tienen multiplicidad geométrica simple, la tinica
forma canédnica de Jordan posible (salvo el orden de los bloques) es

21 0 0
{02 0 o
J=l9o 0 -2 1 |
00 0 -2

Sea § = [v1 v2 vs v4] invertible con AS = SJ. Entonces se tiene

Avy = 20y, Avg = 2u9 + 14, Avz = - 23, Avyg = —2v4 + v3.
{v1, va} ¥ {v1. v2} son dos cadenas de Jordan asociadas respectivamente a los valores propios 2
y -2. Ademds v, es un vector propio asociado a 2 y v3 es un vector propio asociado a -2; por lo
que v; = a(1,1,2,2); v = B(1,1, -2 — 2). Calculemos vz = (a, b, ¢, d)":
-2 0 1 0 a o
-2a+c¢c = «a
¢ -2 0 1 b a o
9 = 9 = _-b + d = a4 E
5 -1 -2 0 c 2a a—b = 4ot
13 0 =2 d 2a - -
Este sisiema es compatible indeterminado para tode a. Tomamos o = 1. Una solucién es..

a=4,b=0,c=9,d=1. De la misma manera obtenemos una solucién para vg; por ejemplo,
vs = (0, 4, 1,"=7). Por tanto las cuatro funciones siguientes forman base del conjunto de
soluciones: : ' : e

1 4 1
i , 1 , 0 1
Y, =¢* 9 , Yoz 9 +te?' 9 |
2 1 2
1 0
—_ a2 1 ro =2 4 —2
Y= 9 YYo= 1 t
-2 7



Para dar la so]ucxon del sistema original, sélo nos quedamos con las dos primeras coordenadaS'

z:(t) = C1e2' + Ca(4e® + tem) + Cze™ + C4te'2',

(t) = Cle” + Czte2' + C3e"2‘ + C4(4e‘2' +te™),

C;EIR.
CieR.

. Con_]eturamos } (t) =u+to+et w, donde u, v, w son vectores de IR* que hay que determmar
F orzamos que Y satxsfaga el sistema no homogéneo: -

Sotefw= Au‘-}-’ tAv+ e' Aur 4+t

Igualamos términos semejantes:

v=Au, 0= A4v+

[ == e

3

oo o

+eét

w=Aw+

- oo

g = =

Son tres sistemas compatibles determinados, cuyas soluciones respectivas son

-3/16 \ 0

1 1/16 3 0
= 0 v U 23716
0 1/16

Por tanto una solucidn particular del sistema no homogéneo es

0 ~3/16

, 0 1/16
BO=1 36 |t /0
1/16 0

]

+e'

De nuevo nos quedamos con las dos primeras coordenadas:

3 1
zp(t) = "‘l—ﬁ"t - §et-

CYM) =Y,() 4+ Vs

. m’to,-—{ —

; yp(’)

.. Como z(0) = y(0) = z'(0) = y'(O) = 0 se tlene Y (0)

g

—t

- 16

-1/9
-4/9
-1/9
—4/9

t

€.

~1/9
-4/9
~1/9
~4/9

0 0 0 0)t Luego

+Cy

o

-~F = b

+

0
0

-3/16

1/16

(1) (particular +‘homogénea)‘e~ 1a solucién de! problema de orden 1

=+

~ Resolviendo este sistema se obtienen los valores de las constantes C;, i = 1,---, 4.
. y Ep : : i . ) B L L

asociado.

k -1/9

-4/9
-1/9
~4/9



