Examen de Algebra L1nea1 y Ecuacmnes leerencmles -
‘8 de Septlembre de 1948
E.T.S.I Telecomumcacmn

Considere la aplicacién lineal (13,, P n -) dada por q’(p(:c)) J‘—'\p(ax’-i-"b),(
siendo a,b € IR. {Asi, por ejemplo, se tiene <I> n(z® + 2z + 3) = (az +b)* +

2(az + b )+3).

1. Halle la matriz de @, en las bases canénicas.

2. ;Para qué valores de a,b, ®, es biyectiva?

3. Para estos valores halle la inversa de la matriz de ®, hallada en el
primer apartado por el método de Gauss-Jordan 1nd1cando claramente
las operaciones elementales. ‘

4. Encuentre los valores propios de ®,,. Halle los vectores propios de o,
cuardo a =0y a = 1 (tome en este apartato b # 0).

4 .
5. Considere el producto escalar (p, g) =‘/ p(x)g(z)dz. ;Cudnto deben
2
valer a,b para que (p,q) sea el producto escalar ordinario (salvo un
multiplo escalar) en ([—1,1]) de ®(p), ¥(g)?
6. Utilice el apartado anterior para encontrar una aproximacién de e* en

2 sohre el intervalo [2,4], sabiendo que los polinomios de Legendre
{1,2,z? — 3} forman una base ortogonal de 2 con el producto escalar
ordmano en ([-1,1]).

Puntuacién 2,1, 1, 2,2, 2




- L Se tiene

@a(1)=1, ®a(z)=az+b, ®a(z?)=a’z’+2az+b,
Luego la matriz d‘eiy<I;,, en las':baéés éaﬂc‘i"‘n‘itésﬁ?és‘ (recuerde el bmo‘r}i’iibdé

0 a 2ab  3ab? ' nab"'1 ‘
0 0 @ s (7 )aurt
0 0 0 (13 e n asbn—3
3
\o 0 0 0 - )

2. @, es bivectiva si y solamente si su matriz en cualquier base es inver-
tible. Y una matriz es invertible si y solamente si su determinante no es 0.
Se tiene |4| = a-a®---a™. Por tanto ¥, es biyectiva si y solamente si a # 0.

3. Se tiene

16 8 [100 10 62| 1 —bja 0
0 a 2| 01 0} —>]0a 226}0 1 0 |-
0 0 21001 \0 0 « |0 0 1
10 0|1 -b/a b/a® 1 00|1 —b/a b/a?
-10a 00 1 -2/a}—=]010|0 1/a -2b/a?
0010 0 1 ) 001]0 O 1/a?

Las operaciones elementales han sido:
1. 1° fila se cambia por la. 1% — 32“. :
2. 1° fila se ceﬁnbia porla 19 + 2—23". |

2abn
i

3. 2° fila se cambia por la 27 —

4. Dividir la 2° filas y la 3° entre a yfﬁz fespe&i#axﬁente_.

2




4. Como la matnz de @, es diagonal, los \'alo1es proplos son los termmos
de la dlavonal 1 a, a ,a .

e Calculemos los vectores proplos cuando a = 0. En este caso solo hay“ ‘
‘ ';dos valores prop1os A=0,)= 1 e -

Vectores proplos asociados a )\ 0. Sea p( 1') = ag + ayz+--- + anz
‘un vector p1op10 asociado a 0, entonces

1 b 8 et a\ [0
0 0 0 --- 0 a | | 0
0 0 0 --- 0 an 0

Se ti‘e’ne ag+ba; + -+ b"a, = 0. de donde
plr) = (=bay—---=b"a,)+a1r+---+apz" = a;(x—=b)+- - a,(z" -b").

Por tanto los vectores propios asociados a 0 son L{r — b,---,z" — b"}.

Vectores propios asociados a A = 1. Sea plzy=as+ayx + -+ a,z"
un vector propio asociado a 0, entonces

0 b B .- b a0 0
0 -1 0 --- 0 a | _| 0
0 0 0 --- -1/ \a, 0

Se tiene a; = --- = a,, = 0. Por tanto los vectores propios asociados a

1 son L{l}

. Calculemos los vectores propios cuando « = 1. En este caso solo hay
un valor propio: A = 1. Sea p(7) = ag + @37 + -+ + a,z™ un vector
- propio asociado, entonces : L

1Po1 «ubstltucwn regreswa tenemos a,, =

= a; = 0. De nuevo los
/ectores propios son las constantes. L e




5. Tenemos - '

(p, Q) / P q(z‘ di = /(( -b)/ p(at + b)q(at+ b)adt " S

—b)/

: (4- b)/a
ELTANR EOLet ))dt.

Si queremos que la dltima integral se conesponda con el producto escalar :
usual en ([—1,1]), entonces (4 —b)/a = 1, (2—b)/a = —1. Resolviendo este
sistema b =3,a=1 S

6. Sea p(z) la mejor aproximacién en ([2,4]) de e*. Entonces se tiene
(p(z) — €*,2%) = 0 para a = 0,1,2. Por el apartado previo

1
/ [@(p(x) - ] @(=%)dr =0,  a=0,1,2. (1)
(a = 1,b = 3). Al se1 ® invertible. transforma bases en bases, y por
tanto {®(1),®(z),®(z?)} es una base de ;. De (1) se tiene que ®(p(z))
es la proyeccién de e“+b sobre 5 usando el producto escalar candnico de
([-1,1)). Usando la ortogonalidad de los polinomios de Legendre:

. f_l eftb s : ety fl ( ) az+b 4., 1
O(p(r)) = 11 ) f11 -2 T T (2 2 (2 =%) =
Joydz Jla%dx f_, 72 — Ly2dz 3
e —e?  2e? 2e%/3-14€%/3 , 1
=72 Taptt 8/45 (=% —3)=
3e?

=— [3(e? = )a? + 4z + 11— ¢?)].

Para hallar p(z), basta aplicar @', y para ello usamos la inversa hallada en

(3):

1 -3 9 2 [ 11 —¢? 3e?(11e* — 79)
3e
0 1 -6 T 4 = %62(107 - 1562)' -y
0 0 1 5(e? = 7) e -T)

Por tanto

3 1
p(r) = 3e*(11€? — 79) + 562(107 —15€*)r + 2562(62 - 7)z%. -




