El ndcleo y la imagen de una aplicacién lineal.

Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

Sea f : U — V una aplicacién lineal (se sobreentiende que U y V son dos espacios
vectoriales).

ker f = {ucU: f(u) =0} [Imf = {f(w) :ucU}|

Observemos que ker f es subsepacio de U e Im f es subespacio de V.

|dimker f + dimTm f = dim U |

Ejemplo: Proyeccién sobre el plano horizontal. P : IR® — IR?

ker P

., Cémo se calculan el nicleo y la imagen?

e x € kerf <= f(x) = 0. Pasar esta dltima ecuacién a forma matricial (sistema
homogéneo).

eyelmf < 3dx € U: f(x) =y. Pasar esta ultima ecuacién a forma matricial
(estudiar la compatibilidad).

‘f es inyectiva <= ker f = {0}‘ ‘f es sobreyectiva <= Im f = V‘

Esta definicion no es exhaustiva en el siguiente sentido: hay aplicaciones que son inyectivas
y sobreyectivas a la vez, hay aplicaciones que no son ni inyectivas ni sobreyectivas, las hay
que son inyectivas pero no sobreyectivas y al contrario.



iPara qué sirve saber si una aplicacion es inyectiva o sobreyectiva o no?

Imaginemos el siguiente problema: Conocemos y € V; y queremos saber cémo calcular
(si existen o si son tnicos) los vectores x € U tales que f(x) =y.

Si f es inyectiva, entonces sélo puede haber un vector x tal que f(x) =y. De hecho, si
hubieran dos vectores x1,x2 tales que f(x1) = f(x2) =y, entonces f(x; —x3) = 0, por lo
que x; — X2 € ker f = {0}. Luego x; = xa.

Luego la inyectividad de f implica que si el problema f(x) =y tiene solucién, entonces
esta solucion es tnica.

Si f es sobreyectiva, como y € V = Im f, existe un vector x € U tal que f(x) =y, o
dicho de otro modo:
La sobreyectividad de f implica que el problema f(x) =y tiene al menos una solucién.

. Qué pasa cuando el problema f(x) =y tiene solucién tnica?
Este tipo de aplicaciones se les llama biyectivas

‘ f es biyectiva <=  f esinyectiva y sobreyectiva a la vez

Se pueden demostrar los dos siguientes teoremas:

Teorema 1 Sea f una aplicacién lineal y A la matriz de f en cualquier par de bases

‘ f es biyectiva — la matriz de f es invertible‘

Teorema 2 Sea f una aplicacién lineal, donde dimU = dim V.

‘ f es biyectiva <= f es inyectiva <= f es sobreyectiva ‘

Observe que del teorema 1 se deduce que sélo las aplicaciones lineales en donde dim U =
dim V' pueden ser biyectivas (pero no todas lo son, piense en la proyeccién sobre el plano
horizontal).



