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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo se centra en el area del aprendizaje computacional de
lenguajes formales a través de su representacién gramatical. El aprendizaje
automatico es un objetivo perseguido durante mucho tiempo por las comu-
nidades cientificas dedicadas a las distintas dreas de la computacién. Sus
beneficios cuentan, entre otros, la reduccion de la fase de programacién de
sistemas, la resolucién no explicita y adaptativa de problemas complejos, y la
constante reflexion acerca de la capacidad de resolucién de problemas mediante
métodos automaéticos.

La tesis que aqui se presenta trata acerca del aprendizaje de una clase de
lenguajes utilizando un criterio de éxito ya formulado y la resolucién de los
problemas relacionados con el mismo, entre los que ocupa un papel principal
la complejidad descriptiva de las hipétesis formuladas.

En este trabajo nos centraremos en las clases de lenguajes lineales. La clase
de los lenguajes lineales es de especial interés ya que plantea los problemas
caracteristicos que limitan o impiden cierto tipo de aprendizaje: determinismo
vs. no determinismo, ambigiiedad, equivalencia, etc. Asi, nos encontramos en
un escenario que nos permite obtener conclusiones vélidas para otras clases de
lenguajes cuyo interés es, hoy en dia, notable.

A lo largo de la presente memoria, trabajaremos bajo el criterio de éxito
de identificacion en el limite. El criterio seleccionado, dentro de la variedad de
criterios posibles (identificacion estocdstica, identificacion PAC, minimizacién
de entropia, etc.) ha sido ampliamente aceptado por la comunidad cientifica
desde su formulacién a mediados de los anos sesenta. Este marco de trabajo no
impone restricciones acerca de la presentacién de ejemplos para los algoritmos
de aprendizaje ni tampoco exige un aprendizaje limitado en el tiempo. Mas
bien, nos encontramos en un entorno de trabajo similar al que se lleva a cabo



8 Capitulo 1 Introduccién

en el aprendizaje por parte de los organismos vivos, especialmente en el apren-
dizaje del lenguaje por parte de los seres humanos tal y como se ha estudiado
en multitud de trabajos por parte de logopedas, linguistas y psicélogos.

Otro aspecto que se estudia en este trabajo es el de la complejidad des-
criptiva de la clase de los lenguajes lineales. Nos gustaria destacar el hecho
de que la identificacién de clases de lenguajes y el andlisis de la complejidad
de las citadas clases, tanto descriptiva como computacional, no son areas que,
como pudiera parecer, no tengan relacién. Sucede mas bien todo lo contrario.
Cuando se reflexiona acerca de cudles son las representaciones idéneas para
representar clases de lenguajes identificables surge, de forma natural, el andlisis
descriptivo de dichas clases. Ademads, un conjunto caracteristico de un lenguaje
(si es que lo tuviera) es en si mismo una descripcién del lenguaje junto con el
algoritmo de inferencia que lo identifica.

La estructura de esta memoria es como sigue: En el capitulo 2 se intro-
ducen los conceptos que, a juicio del autor, son més interesantes para centrar el
aprendizaje automaético en general y el de lenguajes formales en particular. En
el capitulo 3 se proporcionan los conceptos basicos de la teoria de autématas,
gramdéticas y lenguajes formales necesarios para formalizar los conceptos con
los que se trabajaran posteriormente. En el capitulo 4 se estudia la identifi-
cacién de la clase de los lenguajes lineales pares. Se introducen rasgos carac-
teristicos de algunas graméticas y se formulan distintos algoritmos de apren-
dizaje. En el capitulo 5 se estudia la identificacién de los lenguajes lineales.
Se introduce la necesidad de utilizar informacién estructural y se prescinde de
la utilizacién de datos negativos o contraejemplos. Esto producird la defini-
cién de algunas subclases de lenguajes lineales y se resolverd su identificacién
en el limite. En el capitulo 6 se estudian algunos aspectos de complejidad
descriptiva y computacional de los lenguajes lineales. Nos centraremos en
la complejidad de Kolmogorov y la complejidad de reverso. Previamente, se
habra definido una clase de representaciones que nos ayudardn en el estudio
de la complejidad referido anteriormente. Por tltimo, en el capitulo 7 se es-
tablecen las conclusiones generales que se pueden extraer del presente trabajo.
Destaquemos el hecho de que en los capitulos 4, 5 y 6 se presentarin las con-
clusiones relativas a cada uno de ellos y las posibles lineas de investigacion que
podran originar trabajos futuros.



Capitulo 2

El problema del aprendizaje
computacional

Segun el Diccionario de la Lengua Espanola de la Real Academia en su edi-
cion de 1992, aprender significa “Tomar algo en la memoria ...”7 y también “...
adquirir el conocimiento de alguna cosa por medio del estudio o de la experien-
cita”. Desde el punto de vista computacional, la primera de las dos acepciones
es la menos interesante ya que cualquier modelo computacional es capaz de
almacenar en memoria informacién. Es la segunda acepcién la que interesa
en la presente tesis, es decir, el estudio de la adquisicién de conocimiento (in-
formacién) a partir de experiencia (informacién). La discusién epistemoldgica
acerca de si el conocimiento se puede adquirir de forma automética y, en caso
afirmativo, es un indicio de racionalidad no es objeto de discusién en esta tesis.
El planteamiento general en el que se enmarca esta tesis, desde un punto de
vista axiomdtico, es que el aprendizaje computacional es una forma de pro-
gramacion no explicita, por la que un modelo de computacién puede llegar a
realizar determinadas tareas tomando como entrada informacién relacionada
con las mismas y variando el esquema de resolucién de las citadas tareas de
forma automadtica con el fin de obtener mayores prestaciones.

Segun Mitchell [49] el problema del aprendizaje computacional se puede
definir de la siguiente forma : “ Diremos que un programa aprende de la
experiencia E respecto de una clase de tareas T y una medida de eficiencia
P, si su eficiencia en las tareas de T, tal y como las mide P, se incrementan
con la experiencia E7. Segin esta definicién existen tres aspectos distintos
que pueden definir un problema de aprendizaje : Primero, la selecciéon de una
clase de tareas. Segundo, la definiciéon de una medida de la eficiencia. Por
ultimo, el diseno de un protocolo de intercambio de informacién que defina la
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experiencia.

Segun el tipo de resolucién que se realice para aumentar la eficiencia de
un programa, podemos hablar de distintos paradigmas de aprendizaje. Sin
embargo, el establecimiento de una taxonomia de los métodos de aprendizaje
no resulta ficil y, en definitiva, un mismo método puede ser clasificado de
distintas formas en referencia a los distintos aspectos del mismo. No obstante,
podemos establecer, a grandes rasgos, algunos paradigmas diferenciadores del
aprendizaje como son los siguientes

1. Aprendizaje por refuerzo

En este caso, el objetivo del programa se puede establecer en términos
de optimizacién de una funcién de ganancia desconocida. Asi, mediante
recompensas o castigos que recibe el programa como informacién de en-
trada se va ajustando en sucesivas fases la funcién desconocida. Este
tipo de aproximacion se suele adoptar en tareas referidas a la robdtica,
la planificacién y, en definitiva, en aquellos sistemas que deban adaptarse
a entornos que sufren grandes cambios a lo largo del tiempo. El algo-
ritmo de aprendizaje mas conocido bajo esta perspectiva es el conocido
como Aprendizaje Q.

2. Aprendizaje por analogia

El objetivo consiste en aprender una serie de objetos (conceptos) me-
diante el establecimiento de medidas de similitud entre los mismos. La
representacion de los objetos puede ser tanto simbélica como numeérica
(en espacios n-dimensionales). En el tltimo caso, se pueden establecer
técnicas de agrupamiento (clustering) que dan lugar a toda una familia
de métodos de aprendizaje basados en medidas geométricas o probabilis-
tas.

3. Aprendizaje conexionista

El modelo més conocido bajo esta aproximacion son las redes neuronales.
Existe una vasta literatura acerca del tema. Fundamentalmente, el prin-
cipio que guia el aprendizaje conexionista se basa en la especializacién
de modelos muy simples (neuronas) y la interconexién de esos modelos
que puede dar lugar a la aparicién de propiedades emergentes en el mo-
delo global. De nuevo, existen vertientes que trabajan con informacién
simbélica asi como numérica y aplican técnicas de analisis matematico
(como por ejemplo el descenso por gradiente en el modelo perceptrén).
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4. Aprendizaje deductivo

Este es uno de los principios cldsicos utilizados en el drea de la inteligen-
cia artificial. Bdsicamente, el aprendizaje deductivo consiste en, a partir
de una serie de hechos comprobados y de reglas légicas, establecer nuevas
reglas, por deduccién légica, que aumenten el conocimiento acerca de un
fenémeno. Las técnicas que se utilizan son muy variadas, desde los si-
logismos clasicos mas simples hasta técnicas de ramificacion y poda o
programacién dindmica en espacios de buisqueda de reglas logicas.

5. Aprendizaje inductivo

El principio inductivo se puede enunciar como la formulacion de reglas
generales a partir de hechos especificos. A diferencia del paradigma de-
ductivo, aqui el conocimiento aumenta por observacién y descubrimiento
y no por la aplicacién de reglas légicas, como sucedia en el paradigma
deductivo. Existen multitud de aplicaciones de este principio algunas de
las cuales las detallaremos en la siguiente seccidn.

En cuanto al protocolo de informacién o el tipo de informacién disponible
para el método de aprendizaje se pueden establecer dos categorias

1. Informacién supervisada

El sistema recibe la informacién junto con una declaracion explicita de su
significado. Asi, si el conocimiento se representa mediante lenguajes for-
males, la informacién que se recibe toma la forma de cadenas etiquetadas
segun su pertenencia o no al lenguaje en cuestién. Sila informacién toma
forma de valores numéricos, se pueden anadir, ademads, etiquetas sobre
la significacién de ese valor (por ejemplo, en problemas de clasificacién
anadir la clase a la que pertenece el punto que representa el valor).

2. Informacion no supervisada

A diferencia del caso anterior la informacién que recibe el sistema no
estd clasificada ni tampoco tiene ninguna etiqueta adicional. Es decir, la
representacion de un objeto o hecho no esté especificada como tal. Este
tipo de informacién es tipica de los sistemas de aprendizaje por similitud
y agrupamiento.

El tercer aspecto a considerar, en cuanto al planteamiento general de los
métodos de aprendizaje, se centra en el método de medicién de la eficiencia o,
dicho de otra forma, el criterio de ézxito que soporte el método de aprendizaje.
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Este aspecto puede variar mucho en funcién del paradigma de aprendizaje
adoptado y de la forma de representar la informacién (simboélica, numérica,
etc). En general podemos adoptar dos criterios que pueden ser aplicados a la
mayoria de los casos : la identificacion y la aprozimacion. El primero establece
que el sistema, para concluir su tarea, debe identificar el concepto a aprender
de forma exacta mientras que en el segundo, establecida una medida de error,
se permite que el sistema aprenda lo suficiente como para quedarse debajo de
un umbral de error preestablecido.

Existen otros aspectos a considerar en lo relativo a la eficiencia de un
sistema que hacen referencia a aspectos computacionales. Asi, independiente-
mente de que un método de aprendizaje aproxime o identifique un concepto,
existen ocasiones en las que aspectos como la rapidez con la que el sistema
realiza sus acciones (complejidad temporal) o la cantidad de informacién que
el sistema necesita para tener éxito son fundamentales a la hora de abordar
una tarea concreta.

2.1 Inferencia inductiva

La inferencia inductiva se puede aplicar como paradigma de aprendizaje com-
putacional en numerosas tareas. Existen distintos enfoques acerca de la in-
ferencia inductiva. En la presente tesis seguiremos fundamentalmente, entre
otros, a Solomonoff [69], Osherson et al. [52] y Angluin y Smith [5]. De
igual forma, existen otros trabajos que suponen una excelente revisién de este
planteamiento general [12, 53].

Un problema en inferencia inductiva supone la definicién de tres aspectos
fundamentales (como caso particular del problema genérico del aprendizaje
[49]) tal y como detallamos a continuacién

1. Definicién de una relacién de nombres para conceptos e hipétesis

Fundamentalmente, la relacién de nombres consiste en una aplicacién
que permita asignar a los objetos del problema que se pretende resolver
formalismos matemdticos de un espacio predeterminado. Este espacio
puede tener una serie de propiedades algebraicas (espacio de versiones).
En el drea que nos ocupa podemos tomar como relacién de nombre las
graméticas formales, las funciones recursivas o las maquinas abstractas
(autématas). La eleccién del espacio de hipétesis predetermina el algo-
ritmo de busqueda o las técnicas de construccién a emplear.
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. Definicion de un protocolo de informacién

En este caso, podemos establecer dos tipos de protocolos : texto e in-
formante. El texto consiste en proporcionar al metodo de inferencia
solo ejemplos del concepto que debe aprender, mientras que en el infor-
mante, se pueden proporcionar ejemplos y contraejemplos. Existe una
variedad de formas de representar texto e informante dependiendo de las
propiedades que tenga la funcién que lo genera (si es arbitraria, recursiva,
recursiva primitiva, etc). El protocolo de informacién es importante ya
que puede limitar las clases de conceptos que se pueden aprender segiin
el criterio de éxito adoptado. De este dltimo hablaremos a continuacién.

. Definicién de un criterio de éxito

El criterio de éxito define cudndo el algoritmo de inferencia ha tenido
éxito en el proceso de busqueda de la hipdtesis que da cuenta de los
ejemplos (y contraejemplos) proporcionados como fuente de informacién.
Vamos a plantear dos criterios de éxito que en la actualidad son los que
gozan de mayor popularidad en la comunidad cientifica.

(a) Identificacién en el limite

Este criterio lo propuso Gold en 1967 [24]. Informalmente, el cri-
terio consiste en identificar la hipétesis de forma exacta sin impor-
tar el momento de tiempo en el que se consiga. Asi, suponiendo
que tomamos un espacio de hipétesis consistente en la clase de
lenguajes recursivamente enumerables, si el lenguaje a identificar
es L y el algoritmo proporciona una secuencia de posibles hipdtesis
Hi,Hoy -+ ,Hp, -, llegard el momento de tiempo i en el que la
hipétesis propuesta por el algoritmo serd H; que representa a Ly
ya no se vuelve a cambiar de hipdtesis en momentos posteriores.
De esta forma diremos que el algoritmo identifica al lenguaje £ en
el limite.

(b) Aproximacién probablemente correcta (PAC)

Propuesto por Valiant en 1984 [74], el criterio asume una distribu-
cién de probabilidad sobre los lenguajes a identificar. Asi, dado el
lenguaje L, se supone que las cadenas de £ tienen una distribucién
de probabilidad de aparicién P. Ademads se considera un error de
prediccion € y un pardmetro de confianza 6. El objetivo es que el
algoritmo consiga proponer una hipétesis £’ de forma que la acumu-
lacién del error sea muy baja con una confianza elevada, es decir
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PriP(LA L") <€ > 1—46, donde (L A L") denota la diferen-
cia simétrica entre £ y L'. Diversas variantes sobre este esquema
general, asi como algunos resultados significativos en aproximacién
pueden verse en [50].

M((l)lg}gfor;al Espacio de hipotesis H

Ym

contragjemplos

Método de
presentacion dela
informacion

Test de correccion Hipotesisg Método
(criterio de éxito) ~de
correccion inferencia

Figura 2.1: Esquema general para la definicién de un problema en inferencia
inductiva.

En la figura 2.1 podemos ver el esquema genérico de un problema de in-
ferencia inductiva. Asi, la funcién f es la relacién de nombre que especifica el
espacio de hipétesis H y X es el alfabeto de definicién de ejemplos y contraejem-
plos, teniendo en cuenta que pueden ser no solo cadenas sino arboles, grafos,
etc. El método de presentacion de la informacién especifica si se permiten
ejemplos y contraejemplos, en qué orden (si es que existe) se le proporciona al
algoritmo o método de inferencia, si se proporcionan de manera incremental,
finita o en el limite, etc. Por ultimo, el test de correccién evalta la hipétesis
proporcionada por el método de inferencia a partir de la hipétesis objetivo y
de la informacién proporcionada al método.

2.2 Inferencia gramatical

La inferencia gramatical [19, 48, 64] es un caso particular del paradigma de in-
ferencia inductiva donde las hipétesis y los conceptos se representan mediante
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formalismos que provienen de la teoria de lenguajes formales, tipicamente
gramdticas y autématas. Asi, tomando como marco de referencia la citada
teoria, el objetivo del método de aprendizaje es identificar o aproximar un
lenguaje definido sobre un alfabeto preestablecido dando como relaciéon de
nombre una graméatica (enfoque generador) o un autémata (enfoque aceptor).
Una de las grandes ventajas que implica trabajar bajo el paradigma de infe-
rencia gramatical es que cuenta con un gran nimero de resultados tedricos y
practicos establecidos a lo largo del tiempo por la comunidad de trabajo en
informatica teérica (Theoretical Computer Science). Estos resultados serdn de
gran ayuda a la hora de establecer clases de lenguajes efectivamente inferibles,
propiedades algebraicas de los métodos de aprendizaje, resultados (positivos y
negativos) acerca de cual es el limite computacional de lo que se puede llegar
a aprender, etc.

Béasicamente, los métodos aplicados en inferencia gramatical los podemos
agrupar en dos tipos:

1. Métodos caracterizables

Un método diremos que es caracterizable si el espacio de hipdtesis forma
una clase de lenguajes que queda caracterizada por el propio método. Es
decir, un lenguaje pertenece a la clase si y sélo si puede ser inferido por
el método. Dicho de otra forma, la clase de lenguajes inferidos por el
método forma una clase de lenguajes bajo el punto de vista de la teoria
de lenguajes formales.

2. Métodos heuristicos

Un método heuristico toma, al igual que en el caso anterior, un espacio de
hipdtesis que es una clase de lenguajes, pero, a diferencia de los métodos
caracterizables, no lo define. Es decir, pueden haber lenguajes de la clase
que el método no sea capaz de inferir y, lo que es mas importante, no se
puede caracterizar la clase de lenguajes inferidos por el método mediante
propiedades matematicas.

Un método de inferencia no lo podemos clasificar como bueno o malo en
funcion de si es caracterizable o heuristico. Por una parte, los métodos carac-
terizables presentan unas propiedades tedéricas mas robustas que los métodos
heuristicos con lo que es mas ficil predecir su comportamiento en funcién de
la informacién recibida. Por otra parte, un método heuristico puede presentar
mayores prestaciones en su aplicaciéon a tareas reales que los métodos carac-
terizables ya que estos suelen ser més exigentes con el tipo de informacién
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con la que trabajan, que es, por otra parte, lo contrario de lo que sucede en
situaciones reales.

Es més interesante, sin embargo, la clasificacion de los métodos de inferen-
cia en funcion del tipo de informacién recibida. Hablaremos a continuacion de
algunos métodos y resultados significativos en funcién del tipo de informacién
recibida.

2.3 Aprendizaje mediante presentacion positiva

El aprendizaje a partir de informacion positiva consiste en, dado un lenguaje
L, proporcionar al método inicamente ejemplos del lenguaje, es decir, cadenas
{z1, -+ ,zp, -+ } donde cada una de ellas pertenece a L. Es lo que llamamos
texto en el apartado sobre inferencia inductiva. Angluin [3] estableci6é condi-
ciones bajo las que es posible inferir un lenguaje tomando tUnicamente texto
como informacion disponible. El resultado de Angluin queda establecido bajo
el siguiente teorema

Teorema 2.1.(Angluin [3]) Una familia indexada de lenguajes recursivos no
vacios es inferible a partir de datos positivos si y solo si se satisface que existe
un procedimiento efectivo que, a partir de cualquier valor 2 > 1, enumera un
conjunto de cadenas T; de forma que

1. T; es finito
2. T;C Liyy
3. Vj > 1,siT; C Lj, entonces Lj; no es un subconjunto propio de L;
O

Los conjuntos T; se denominan indicadores (telltales) y permiten distinguir
unos lenguajes de otros dentro de la misma familia. Precisamente, la inexisten-
cia de indicadores es lo que puede provocar el efecto de generalizacion excesiva
que consiste en inferir un lenguaje que contiene propiamente al lenguaje ob-
jetivo.

Trivialmente, los lenguajes finitos pueden ser identificadas en el limite ba-
jo este protocolo. De igual forma, otros métodos han sido propuestos para
la identificacién de algunas clases de lenguajes. Entre esas clases podemos
mencionar los lenguajes reversibles (Angluin [4], Makinen [46]), algunas sub-
clases de lenguajes lineales con reversibilidad (Koshiba et al. [40]), algunas
clases de lenguages incontextuales mediante graméticas puras (Koshiba et al.
[39]), los lenguajes k-explorables en sentido estricto (Garcia [20],Garcia et al.
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[23]), los lenguajes regulares distinguibles por simbolos terminales (Radhakr-
ishnan y Nagaraja [56, 57], Fernau [16]) y su correspondiente clase lineal par
(Radhakrishnan y Nagaraja [56, 58|, Fernau [16]), extensiones de lenguajes
k-explorables y distinguibles por terminales (Fernau [17]) y lenguajes con fun-
ciones distinguibles (Fernau [18]), algunas familias de lenguajes caracterizadas
por explorabilidad local (Ruiz [61]) y, por dltimo, algunas subclases de lengua-
jes regulares, incontextuales y sensibles al contexto (Emerald, Subramanian y
Thomas [13, 14, 15]).

2.4 Aprendizaje mediante presentaciéon completa

El aprendizaje a partir de informacién completa consiste en, dado un lenguaje
L, proporcionar al método ejemplos y contraejemplos del lenguaje, es decir,
cadenas {z1, -+ ,Zp, -} donde cada una de ellas pertenece a £ y cadenas
{y1, " ,Yn, - } donde cada una de ellas no pertenece a L. Es lo que llamamos
informante al hablar de inferencia inductiva en el apartado 2.1.

Han sido numerosos los algoritmos de inferencia propuestos bajo este proto-
colo de informacién. Principalmente, han sido algunas subclases de lenguajes
incontextuales las que han sido caracterizadas bajo este protocolo de informa-
cién. Asi, Oncina y Garcia [51] han propuesto un método que identifica en
el limite cualquier lenguaje regular a partir de muestra completa. El proble-
ma de la identificacién de los lenguajes lineales pares ha podido ser reducido
al aprendizaje de lenguajes regulares [70, 71]. Mds ain, utilizando la misma
técnica de reduccién que ha aplicado sobre los lenguajes lineales pares, Taka-
da [72] ha establecido una jerarquia de familias de lenguajes identificables por
reduccién a los lenguajes regulares.

2.5 Aprendizaje estructural

El aprendizaje estructural implica proporcionar al método de inferencia mayor
informacién que la sola pertenencia o no de una cadena a un lenguaje. Asi,
si tomamos como espacio de hipétesis una clase de graméaticas G y tomamos
como lenguaje objetivo L = L(G) donde G € G entonces al método se le
proporcionan una serie de descripciones derivativas de cadenas del lenguaje
de acuerdo con la gramatica G. Estas descripciones toman habitualmente la
forma de esqueletos o cadenas parentizadas y se definen como las estructuras
derivativas que dieron origen a las cadenas en cuestién omitiendo los simbolos
auxiliares de las mismas. Entre los resultados que podemos destacar dentro
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de esta aproximacién podemos citar los aportados por Sakakibara [62, 63],
donde se plantea el aprendizaje de gramaticas incontextuales a partir de los
esqueletos asociados a los drboles de derivacién. Mékinen [44] plantea un punto
de vista distinto al de Sakakibara al utilizar muestra estructural y lenguajes de
Szilard. Es més, Makinen, en otro trabajo distinto [43], propone una clase de
gramdticas, gramdticas invertibles en tipos, que es suceptible de ser identificada
a partir de muestra estructural.

Por su parte, Garcia [21, 22] ha propuesto diversos métodos que trabajan
sobre autématas de arboles y que, por lo tanto, son suceptibles de ser aplica-
dos a partir de informacién estructural al aprendizaje de lenguajes formales,
tipicamente lenguajes incontextuales y subclases de los mismos.

Los trabajos anteriormente citados de Radhakrishnan y Nagaraja [56, 57,
58], atin tomando como fuente de informacién cadenas, representan los datos
mediante esqueletos. Sempere y Fos [68] han propuesto un método heuristico
que, basidndose en los métodos anteriores, puede ser aplicado a los lenguajes
lineales.

Finalmente, cabria plantearse si la utilizacién que han llevado a cabo Taka-
da y Makinen de dos conceptos similares como son los lenguajes de Szilard y
los conjuntos de control, puede ser considerada informacién estructural. Am-
bos conceptos hacen referencia al lenguaje derivativo de una gramdtica. Asi,
el lenguaje de Szilard de una gramatica es el conjunto de cadenas formadas
por las secuencias, no de simbolos, sino de producciones que dan lugar, en
una secuencia de derivacién dentro de la gramaética, a las cadenas del lenguaje
de la misma. El concepto de conjunto de control es similar con la salvedad
de que se trata de un subconjunto de cadenas derivativas dentro de todas las
posibles (generadas a su vez por una gramdtica universal). Es obvio que al
hacer referencia a secuencias derivativas se hace referencia a una informacion
estructural, pero, en la mayor parte de sus trabajos [40, 42, 43, 45, 70, 71, 72],
esa estructura puede deducirse al tomar unicamente cadenas de un lengua-
je. Por ejemplo, en los lenguajes regulares y los lineales pares, adoptando las
correspondientes formas normales, las estructuras seran siempre las mismas.

2.6 Ubicacion de la tesis en el problema del apren-
dizaje
Una vez realizada una introduccién general al aprendizaje automético, pasamos

a situar el trabajo que se presenta en esta tesis en relacién con el mismo.
La tesis tiene como principal objetivo presentar distintas clases de lengua-
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jes formales que coinciden, en algunos casos, con subclases de las presentadas
en la jerarquia de Chomsky. En otros casos, las familias presentadas son in-
comparables con las referidas en la citada jerarquia. Las clases de lenguajes
que se presentan se caracterizan gramaticalmente, es decir, los lenguajes pre-
sentan ciertas propiedades en referencia al tipo de graméticas que los generan.

Una vez caracterizadas esas clases, se pasa al estudio de la inferibilidad
de los lenguajes dentro del paradigma de identificacion en el limite. Los
métodos que se presentan son caracterizables ya que aseguran la identificacion
de cualquier lenguaje de la clase bajo estudio. Por lo tanto, nos encontramos
ante un trabajo en inferencia gramatical.

Por 1ltimo, el protocolo de informacién que mayoritariamente se utiliza en
la presente tesis es el de informacién estructural. Asi, los datos de entrada que
se le suministrardn a los algoritmos de inferencia consistirdn en esqueletos de
las estructuras derivativas que den lugar a cadenas del lenguaje.

Fundamentalmente, en la presente tesis se trabajara sobre clases de lengua-
jes lineales pares (EL£L) y lineales (CZN). En ambos casos se presentardn dis-
tintos rasgos diferenciadores que permiten caracterizar nuevas clases de lengua-
jes. Nos centraremos en rasgos como la explorabilidad local, 1a reversibilidad y
la distinguibilidad terminal y estructural.
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Capitulo 3

Lenguajes, gramaticas y
automatas

Procedemos a definir en este capitulo los conceptos formales que utilizare-
mos en el resto de la memoria sobre la Teoria de Autématas, Lenguajes y
Gramaiticas de forma general. Posteriormente, se introduciran en cada capitulo
aquellos conceptos y definiciones especificas segin sean necesarios.

Los conceptos que aqui se establecen pueden consultarse en cualquier libro
basico sobre la teoria de autématas, graméticas y lenguajes formales. En
nuestro caso hemos seguido fundamentalmente [8, 29, 33, 59].

3.1 Alfabetos y lenguajes

El primer concepto que aparece de forma natural en la teoria de lenguajes
formales es el concepto de alfabeto que se define como cualquier conjunto no
vacio a cuyos elementos se les denomina simbolos. A partir de un alfabeto
se puede definir cadena o palabra como cualquier secuencia finita y ordenada
de simbolos del alfabeto. En lo sucesivo utilizaremos los simbolos X, T", A, - - -
para denotar a los alfabetos y los simbolos x,y, z,u, --- para denotar las ca-
denas. De entre las infinitas cadenas que se pueden definir sobre un alfabeto
destacamos la cadena wvacia, que denotaremos mediante A que es aquella que
no contiene ningin simbolo. La longitud de una cadena se define como el
nimero de simbolos que la forman. Dada una cadena z, denotaremos por |z|
su longitud. Es evidente que |[A| =0 y que |za| = |z| 4+ 1 siendo z una cadena
y a el simbolo que la sucede.

Dado el alfabeto X, denotaremos por ¥ al conjunto de todas las cadenas de

21



22 Capitulo 3 Lenguajes, gramaticas y autématas

longitud k formadas por simbolos de ¥. 2% denotar4 el conjunto de cadenas
de longitud mayor o igual a k y = el conjunto de cadenas con longitud menor
oigual a k. Denotaremos por ¥* al conjunto (infinito) de todas las cadenas que
se pueden formar a partir de los simbolos de X. A ¥* se le denomina tambien
el lenguaje universal o la clausura de . De igual forma, 7 es el conjunto
de todas las posibles cadenas formadas por simbolos de ¥ con la excepcién de
la cadena vacfa, es decir ¥+ = ¥* — {A}. Un lenguaje sobre el alfabeto X es
cualquier conjunto (finito o infinito) de cadenas sobre . Es decir, el lenguaje
L se define siempre como L C ¥*. Consideracién especial tiene el lenguaje
vacio que no contiene ninguna cadena y que denotaremos por (.

Dado un conjunto A, denotaremos por card(A) su cardinalidad, es decir, el
nimero de elementos que A contiene. De igual forma, denotaremos por P(A)
al conjunto potencia de A, es decir el conjunto de todos los subconjuntos
posibles de A.

A partir de un lenguaje L y una cadena x sobre Y, se puede definir el
conjunto de los buenos finales de x en L como el conjunto z 'L = {u € ¥* :
zu € L}. Tambien se le denomina el cociente por la derecha de L respecto
de z. De igual forma, el conjunto de los buenos comienzos de x en L es el
conjunto Lr~! = {u € ¥* : ux € L}. Se le denomina también el cociente por
la izquierda de L respecto de x.

El conjunto de prefijos de una cadena z lo denotaremos por pref(z), el
conjunto de sufijos por suf(z) y el conjunto de segmentos por seg(z). Si
ademds queremos especificar una longitud determinada entonces los denotare-
mos respectivamente por pref(x, k), suf(z, k) y seg(z, k), siendo k la longitud
deseada. Evidentemente, en el caso anterior sélo estardn definidos si |z| > k.
Por ejemplo, si = abbaba entonces seg(x,2) = {ab,bb,ba}. La extensién de
los anteriores conjuntos para su actuacién sobre lenguajes se realiza de forma
trivial sobre el conjunto de cadenas que componen el lenguaje en cuestion. Asi,
dado el lenguaje L, pref(L, k) = U,cp pref(z, k), suf (L, k) = Uyer, suf(z, k)
y seg(L,k) = U e, seg(x, k) El reverso (o inverso) de la cadena x se deno-
tard por z'™¥ y se define como la secuencia de simbolos inversa a la secuencia
z. Dadas dos cadenas x e y, su concatenacién o producto se define como la
secuencia obtenida a partir de la secuencia de x seguida de la de y, lo denotare-
mos por zy o x -y. En el caso de la cadena vacia se cumple que zA = Az = .
La potencia n-ésima de una cadena x la denotaremos por z” y es la secuencia
obtenida al concatenar n veces la cadena z con ella misma. Se define 20 = ).

Veamos ahora un concepto que tendré especial interés en la presente memo-
ria como es el de los simbolos terminales de una cadena. Lo definiremos for-
malmente como sigue.
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Definicion 3.1. Definiremos, de forma inductiva, el conjunto de simbolos
terminales de la cadena z, denotdndolo por ter(x), como sigue
1. ter(\) =0
2. (Vy € £*) (Va € %) ter(ya) = ter(y) U {a}
O

Por ejemplo, si z = abba entonces ter(z) = {a,b}. Por otra parte, en
relacion con los segmentos de una cadena z, se cumple que seg(x, 1) = ter(x).

Se cumple la siguiente propiedad en relacién con los segmentos de una
cadena

Propiedad 3.1. Sea ¥ un alfabeto. Para cualquier valor £ > 0 y todo par de
cadenas z,y € £2Ft1 se cumple:

1. Si seg(z, k) = seg(y, k) entonces seg(z,k — 1) = seg(y,k — 1)

2. Si seg(x, k) # seg(y, k) entonces seg(x,k + 1) # seg(y, k + 1)

Demostracion.
Demostraremos cada una de las afirmaciones por separado.

1. Tomemos z con |z| =m >k+1eycon |y =n>k+ 1. Tomemos z =

Ty Ty con seg(z, k) = {x1- - Tk, yTm—k+1 - Tm}. Deigual forma,
Yy = y1--yn con seg(y,k) = {y1-- Y>>+ s Yn—kt1--Yn}. Partimos
de que seg(z,k) = seg(y,k). Tomando ahora cualquier elemento de

seg(x,k—1), por ejemplo, x;1 - - - ;%1 podemos observar que procede de
un elemento de seg(z, k) que, a su vez, estd presente en seg(y, k) y, por lo
tanto, el elemento z; - - - ;1 también se encuentra en seg(y,k —1). El
razonamiento inverso, partiendo de elementos de seg(y, k — 1), también
es cierto y, por lo tanto, seg(z,k — 1) = seg(y,k — 1).

2. Aligual que en el enunciado anterior, tomemos x = 1 - - - &, con seg(z, k)

= @1 Th Bkl T} €Y = Y1+ yn con seg(y, k) = {y1 - Yr,

©  Un—k+1- - Yn}. En este caso, seg(x,k) # seg(y,k). Es obvio que

debe existir un elemento en seg(z, k + 1), por ejemplo z;1 - - - Zix+1 cuyo

sufijo o prefijo de longitud k£ no pertenece a seg(y,k) y, por lo tanto,

el citado elemento no pertenece a seg(y,k + 1). Asi, concluimos que
seg(z, k + 1) # seg(y, k + 1).

0
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La extensién del conjunto de simbolos terminales sobre lenguajes se rea-
liza de la forma usual. Asi, VL C ¥* ter(L) = J,c ter(z). EI reverso
de un lenguaje L es el conjunto obtenido por los reversos de sus cadenas y
lo denotaremos por L. Dados dos lenguajes L; y Lo, su concatenacién o
producto lo denotaremos por L1 Lo y se define como el resultado de concatenar
las cadenas de Ly con las de Ls. Dado un lenguaje L, su potencia n-ésima
la denotaremos por L™ y es el resultado de concatenar n veces el lenguaje L
consigo mismo. Por definicién, L® = {\}. A partir de la potencia podemos
definir la clausura del lenguaje L, denotandola por L*, como la unién de todas
sus posibles potencias.

3.2 Relaciones

Dado un conjunto A, una relacién n-aria definida sobre el conjunto A es un
subconjunto del producto A x A x --- x A (n veces). Las relaciones que més
utilizaremos a lo largo de la presente tesis son las relaciones binarias, es decir,
definidas sobre A x A. Diremos que la relacién binaria R definida sobre A es
una relacion binaria de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Dada la relacién binaria de equivalencia R definida sobre A, la clase de
equivalencia del elemento z € A bajo R es el conjunto formado por todos
aquellos elementos que se relacionan con x de acuerdo con R. La clase de
equivalencia de z bajo R la denotaremos por [z]r. Es obvio que, al ser la
relacién R una relacién reflexiva, no existe ninguna clase de equivalencia que
sea vacia. Al conjunto formado por las clases de equivalencia lo denominaremos
conjunto cociente y lo denotaremos como A/R.

Dadas dos relaciones ~ y = definidas sobre el conjunto A, diremos que ~
refina a =, o que &~ recubre a ~, si se cumple el siguiente enunciado

Vz,ycA)z~y=z=xy

Dado el conjunto A y la ley de composicién interna p definida sobre A
diremos que la relaciéon binaria de equivalencia ~ definida sobre A es una
congruencia por la derecha (por la izquierda) con respecto a p si se cumple el
siguiente enunciado:

(Vo,y,z € A) x ~y = zuz ~ ypz (zpx ~ 2uy)

A toda relacién binaria de equivalencia que es congruencia por la derecha
y congruencia por la izquierda se le denomina simplemente congruencia.

Una particion sobre un conjunto A (distinto del vacio) es una coleccién de
subconjuntos {A; : i > 1} que cumplen las tres siguientes condiciones:
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1. Vi A; # 0
2. U, A=A
3.Vi£jANA =10

A cada uno de los subconjuntos A; le denominaremos bloque de la particion.
Al nimero de bloques que definen una particién le llamaremos indice. Una
particién diremos que es de indice finito si el nimero de bloques que la definen
es finito, en caso contrario es de indice infinito.

Se cumple la siguiente propiedad en lo relativo a las particiones y las rela-
ciones.

Propiedad 3.2. Sea A un conjunto y ~ una relacién binaria de equivalencia
sobre A. La relaciéon ~ induce un particién sobre el conjunto A de forma que
cada clase de equivalencia es un bloque de la particién. O

El enunciado inverso de la propiedad anterior también se cumple. Es decir,
podemos establecer una similitud entre relaciones y particiones como conceptos
matematicos equivalentes.

Dada una relacién R, la clausura de R con respecto a la propiedad P
(reflexividad, transitividad, etc.), es la relaciéon méas pequena que contiene a
R y que cumple la propiedad P. A la clausura de una relacién se le denomina
también cierre.

3.3 Gramaticas

Una gramaética es un sistema de reescritura que se define como una tupla de
cuatro elementos (X, N, P, S), donde ¥ y N son alfabetos disjuntos de simbolos
terminales y auxiliares respectivamente, S € N es el azioma o simbolo inicial
y P es un conjunto finito de producciones de la gramdtica expresado por los
pares («,3) donde « (el antecedente) es una cadena formada por simbolos
auxiliares y terminales con al menos un simbolo auxiliar y 3 (el consecuente)
es una cadena formada por simbolos auxiliares y terminales que puede ser la
cadena vacia. Una produccién (a, ) también se puede denotar por a — f3.
Para aquellas producciones que compartan un mismo antecedente se puede
establecer la notacién siguiente, en vez de escribir « — £1, @ — Ba, ..., @ = By,
escribiremos « — 31 | B2 | -+ | Bn-

Se puede establecer la relacion de derivacion directa entre cadenas for-
madas por simbolos de > U N, de acuerdo con la gramética G, de la siguiente
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forma «f~y = aflysi p e {UNPFN{ZUN}M, of,7y € {EUN}y

g — p'eP.
La clausura reflexiva y transitiva de la relaciéon :G>, la denotaremos por :;>

y se define como la relacion de derivacion entre cadenas de la gramdtica. A
partir de esta relacién se puede definir el lenguaje generado por una gramatica
G = (X,N,P,S) como el conjunto L(G) ={w e X*: S :;> w}. De igual forma,
para cualquier simbolo auxiliar A de la gramética G se puede definir el conjun-
to L(A,G) ={we¥X*: A :;> w}. Es obvio que L(S,G) = L(G). En algunas
ocasiones, cuando se sobreentienda la gramdtica G, escribiremos indistinta-
mente L(A,G) o L(A). Distinguiremos entre cadenas y formas sentenciales
de la gramatica G, de forma que las cadenas se forman tGnicamente a partir de
simbolos de ¥ mientras que en las formas sentenciales pueden aparecer tanto
simbolos de ¥ como de N.

De acuerdo con las formas que pueden adquirir las producciones de las
graméticas, Chomsky propuso una clasificacién de las mismas en cuatro grandes
familias en lo que es conocido como la jerarquia de Chomsky. De mayor a
menor restricciéon en las forma de las producciones, Chomsky propuso las
gramdticas regulares (lineales por la derecha o por la izquierda), gramdticas
libres de contexto, graméticas sensibles al contexto y gramaticas no restringi-
das. Definiremos en primer lugar cada una de los cuatro tipos de gramdticas
de acuerdo con la clasificacion de Chomsky.

Definicién 3.2. Sea G = (X, N, P, S) una gramética. Diremos que G es lineal
por la derecha (por la izquierda) si cada una de las producciones de P toma
una de las dos siguientes formas

1. A»wB (A— Bw)con A, BeENyweX*
2. A—swcon Ae Ny we¥X*

A estas gramaticas se les conoce también como gramadticas regulares. O

Definicién 3.3. Sea G = (X, N, P, S) una gramética. Diremos que G es libre
de contexto o incontextual si cada una de las producciones de P toma la forma
A—-acomAeNyaec (NUX)* O

Definicién 3.4. Sea G = (X, N, P,S) una gramdtica. Diremos que G es
sensible al contexto si cada una de las producciones de P toma la siguiente
forma aAfB — ayf con o, € (NUX)*, Ae Nyvye (NUX)T. Ademés
se anade la excepcién de que el axioma S puede producir A siempre que S no
aparezca en el consecuente de ninguna produccion. O
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Definicion 3.5. Sea GG una gramadtica sin ninguna condicién previa sobre sus
producciones, entonces G es una gramatica no restringida. O

Estos cuatro tipos de gramaticas dan origen a clases de lenguajes formales
de acuerdo con el siguiente criterio : un lenguaje L pertenece a una clase
C si existe una gramdtica G perteneciente a C' de forma que L(G) = L. Si
denotamos por REG, CF, CS y RE a las familias de lenguajes originadas
por las clases de gramdticas enunciadas anteriormente tenemos la siguiente
relacion entre familias

REGCCF CCS CRE

Por supuesto, la clasificacion de Chomsky es un marco de estudio general que se
ha tomado como referencia para la definicién de otras familias de lenguajes que
no se ajustan a tal clasificaciéon. A lo largo de la presente tesis se estableceran
algunas clases de lenguajes que, en cierta medida, rompen tal clasificacién.

Para las gramdticas incontextuales se puede definir un formalismo descrip-
tivo acerca de las derivaciones que se producen en las mismas : los drboles de
derivacion. Asi, dada una gramdtica incontextual G = (X, N, P, S) se define
un arbol de derivacién de G de acuerdo con las siguientes reglas

1. Los nodos internos del arbol se etiquetan con simbolos de IV

2. Los nodos que forman hojas en el drbol se etiquetan con simbolos de
TU{A}

3. La raiz del arbol se etiqueta con el axioma S

4. Si el nodo interno etiquetado con A tiene hijos (de izquierda a derecha)
etiquetados con los simbolos z1,z9,- - - , z, entonces la gramdatica G con-
tiene la producciéon A — z1z9- - - xp

5. Si un nodo estd etiquetado con A entonces el nodo es una hoja y su padre
tiene un hijo nico que es él

Se definird un A-arbol como un drbol de derivacién cuya raiz estd etique-
tada con el simbolo A € N. Dada una derivacion en la gramdtica G entonces,
siguiendo las anteriores reglas, se puede construir un arbol de derivacién que
se corresponda con la misma. Dado un arbol de derivacion, a la cadena obteni-
da a partir de las etiquetas de las hojas siguiendo un recorrido de izquierda
a derecha se le denomina resultado del arbol, en otras ocasiones se le puede
denominar también frontera. Una gramética incontextual G es ambigua si
se pueden construir dos o mas arboles de derivacién distintos cuyos resulta-
dos sean la misma cadena del lenguaje L(G). Un lenguaje incontextual es
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inherentemente ambiguo si cualquier gramdtica incontextual que lo genera es
ambigua. Al resultado de sustituir las etiquetas de los nodos internos de un
arbol de derivacién por una unica etiqueta ajena a la gramadtica se le denomina
esqueleto.

Dadas dos gramaticas G1 y Gs, diremos que son equivalentes si L(G1) =
L(G3). Ademis, si G1 y G5 son libres de contexto entonces son estructural-
mente equivalentes si el conjunto de drboles de derivaciéon de G es idéntico
al conjunto de arboles de derivacién de Go salvo homomorfismos alfabéticos
entre los alfabetos de simbolos auxiliares. Es obvio que dos gramaticas libres
de contexto estructuralmente equivalentes son también equivalentes, mientras
que lo contrario, no se cumple necesariamente.

3.4 Autématas

Un autémata es un dispositivo abstracto que, dada una cadena x sobre un
alfabeto, tras analizar sus simbolos, en algunas ocasiones puede finalizar el
proceso emitiendo una salida que puede ser de aceptacion o rechazo (aceptores)
u otra salida simbdlica en forma de cadena (transductores). Al igual que
sucedia con las gramadticas, existen distintos tipos de autématas que, segiin su
capacidad de procesamiento, pueden caracterizar distintas clases de lenguajes.
Procederemos a definir los autématas méas simples que permiten reconocer las
clases de lenguajes objeto de estudio en la presente tesis.

Definicién 3.6. Un autémata finito (AF) se define como la tupla (@, %, 6, I, F)
donde () es un conjunto finito de estados, 3 es un alfabeto de simbolos de en-
trada, I C @ es un conjunto de estados iniciales, ' C @) es un conjunto de
estados de aceptacién y d : @Q x ¥ — P(Q) es una funcién de transicién entre
estados. O

La extensiéon de la funcion de transicidon entre estados sobre cadenas de
simbolos la denotaremos también como ¢ y se define de la siguiente forma

1. 0(q,A) ={q}
2. Para todo a € X, z € X" 6(q,za) = U,es(g,2) 0 (s @)

De esta forma, el lenguaje que acepta el AF A lo denotamos por L(A) y
es el conjunto {z € X*: g€ I A d(q,z) NF # D}.

Un resultado bien conocido en la teoria de autématas y lenguajes es que
la clase de lenguajes aceptados por los autématas finitos es la clase de los
lenguajes regulares REG.
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En los autématas finitos deterministas la funcién de transicién § queda
definida como 6 : @ x ¥ — Q e I = {qo}. Por otra parte, en los autématas
finitos con transiciones vacias la funcién ¢ se define como 6 : QQ x LU {A} —
P(Q). En ambos casos se pueden realizar las extensiones relativas a cadenas
de manera similar al caso anterior. También es un resultado clésico de la
teoria de autématas que los autématas deterministas y con transiciones vacias
no alteran la capacidad de procesamiento respecto de los autématas finitos
en general. Es decir, en ambos casos, se sigue caracterizando la clase de los
lenguajes regulares.

Definicién 3.7. Dado el autémata finito A = (Q,%,4, I, F') su autémata
reverso lo denotaremos como A" y se define como la tupla (Q, %, 0", F, I),
donde

Vae SU{A}) (Vge@Q) 6 (q.a) ={p:q€ilpa)}
0

La relacién entre los lenguajes definidos por A y A™ es L(A™) = [L(A)]™".

Dado el autémata finito determinista A = (Q, %, 0, qo, F') y una relacién
binaria de equivalencia entre sus estados ~, podemos definir el autémata co-
ciente A/ ~ como el autémata A = (Q/ ~,%,0~,[qo]~, F/ ~), donde se de-
fine 0~ ([g]~,a) = [0(g,a)]~. Obsérvese que para que A/ ~ esté bien definido
entonces debe cumplirse la condicion de unicidad en la funcién 6, es decir,
Va € ¥ Vp,q € Q si p ~ q entonces §(p,a) ~ §(q,a).
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Capitulo 4

Aprendizaje de lenguajes
lineales pares

La clase de los lenguajes lineales pares fue definida inicialmente por Amar
y Putzolu [1] como una subclase de lenguajes incontextuales (CF). En su
trabajo, Amar y Putzolu proporcionaron una caracterizacién de los lenguajes
lineales pares similar a la que realizé6 Nerode para lenguajes regulares [33].
Desde el punto de vista de la caracterizaciéon proporcionada, un lenguaje es
lineal par si y sélo si es saturado por una quasi-congruencia de indice finito.
Informalmente, una quasi-congruencia es similar a una congruencia con la
salvedad de que, dadas dos palabras, su equivalencia implica la equivalencia
de nuevas palabras obtenidas al incluir segmentos de igual longitud al inicio y
final de las palabras originales (contextos de igual longitud).

Algunos trabajos se han centrado en el problema del aprendizaje de lengua-
jes lineales pares. Por ejemplo, en los trabajos realizados por Radhakrishnan
y Nagaraja [56, 58] se utiliza texto finito para llevar a cabo un proceso de
inferencia. En el mismo trabajo se muestra cémo se utilizan las cadenas de
entrada para obtener graméticas lineales pares a partir de la informacién es-
tructural inducida por las cadenas en forma de esqueletos. De igual forma, se
establecen aquellos subesqueletos que presentan similitud en términos estruc-
turales y de distinguibilidad terminal. El algoritmo de inferencia propuesto
por Radhakrishnan y Nagaraja ha sido aplicado, entre otras tareas, para la
modelizacién de un Lenguaje de Descripcién de Dibujos (Picture Description
Language, PDL) para el reconocimiento de objetos simétricos simples. A la
clase caracterizada por el algoritmo propuesto en los trabajos citados ante-
riormente se le conoce como la clase TDELL (Terminal Distinguishable Even
Linear Languages).

31



32 Capitulo 4  Aprendizaje de lenguajes lineales pares

Posteriormente, Fernau [16] ha generalizado y redefinido el concepto de
distinguibilidad terminal relativo a los lenguajes lineales pares y ha caracteri-
zado y propuesto nuevas clases de lenguajes lineales pares identificables en el
limite a partir de muestra positiva.

Otro estudio llevado a cabo en lo referente al aprendizaje de los lenguajes
lineales pares es el de Takada [70]. En su trabajo, Takada establecié que cada
lenguaje lineal par puede ser generado por una gramética universal junto con
un conjunto de control que regula la aplicacién de sus producciones. Takada
demostré que el conjunto de control de cada gramadtica lineal par es un lengua-
je regular. Este resultado permite reducir el problema del aprendizaje de los
lenguaje lineales pares al de los lenguajes regulares. Bajo este planteamien-
to, los datos de entrada son analizados a través de la gramdtica universal y
convertidos en cadenas de reglas a partir de las que se identifica el conjunto
de control correspondiente utilizando cualquier algoritmo de identificacién de
lenguajes regulares. Finalmente, se puede obtener una gramatica lineal par a
partir del conjunto de control inferido con la propiedad de que genera el mis-
mo lenguaje que se obtiene a partir de la gramdtica universal y el conjunto de
control. Siguiendo en la misma linea, Takada en un trabajo posterior [72] ha
aplicado la misma técnica para definir una jerarquia de lenguajes que trans-
cienden a los lenguajes incontextuales y que pueden ser inferidos utilizando la
misma técnica que en el primer trabajo citado anteriormente.

En el presente capitulo propondremos una nueva caracterizacion de los
lenguajes lineales pares que permitird definir una gramaética candnica asocia-
da a cada lenguaje lineal par. Mds ain, la graméatica proporcionada sera la
minima de entre todas aquellas que se formulen en una forma normal pre-
determinada y que generan el lenguaje lineal par bajo estudio. La unicidad
de la citada gramatica serd cierta salvo gramdticas isomorfas en cuanto a los
simbolos auxiliares.

De esta forma, el problema del aprendizaje de lenguajes lineales pares se
puede abordar, como en el trabajo de Takada, mediante una reduccién al
aprendizaje de los lenguajes regulares. En este caso, los datos de entrada
sufren una transformacion inicial y son utilizados como fuente de informacion
para cualquier algoritmo de inferencia de lenguajes regulares. Finalmente, a
partir de la hipdtesis regular obtenida, se puede aplicar una transformacién in-
versa que proporciona una gramdtica lineal par consistente con la informacion
de entrada inicial.

De entre aquellos trabajos que se relacionan con el aprendizaje de lengua-
jes lineales pares cabe citar el de Koshiba, Mékinen y Takada [40] que han
propuesto una subclase de lenguajes lineales pares identificable tinicamente
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a partir de datos positivos que denominan lenguajes LRS(k). En este caso,
siguiendo ideas similares a las expuestas anteriormente en el trabajo de Taka-
da [70], se puede utilizar una gramética universal y un conjunto de control
k-reversible identificable en el limite a partir de datos positivos. Los lengua-
jes lineales pares LRS(k) forman una subclase de los lenguajes lineales pares
LR(k) que, tal y como se muestra en el mismo trabajo, no son identificables
a partir de texto.

En relacién con estas clases de lenguajes, definiremos otro rasgo carac-
teristico de las gramdticas lineales pares que es el fuerte determinismo hacia
atrds que dard lugar a las gramaéticas lineales pares SBD que demostraremos
que se corresponden con las graméticas lineales pares LRS(0) y, por lo tan-
to, inferibles a partir de datos positivos. Esta ultima relacién entre clases
de gramaticas resultara especialmente interesante cuando, en el capitulo si-
guiente, se analicen las mismas clases de gramadticas en el caso lineal.

4.1 Conceptos basicos acerca de los lenguajes li-
neales pares

En primer lugar, vamos a definir aquellos conceptos de la teoria de autématas,
graméticas y lenguajes formales no especificados en el capitulo 3 y que hacen
referencia a los lenguajes y gramdticas lineales pares.

Definicion 4.1. Una gramadtica lineal par es una gramdtica incontextual
G = (N,%,P,S) donde todas las reglas de P toman una de las siguientes
formas

1. A— 2By, donde z,y € £¥*, A,B € Ny |z| = |y|.
2. A— z,donde z € ¥*, A € N.
O

Un lenguaje L es lineal par si existe una gramética lineal par que lo genera.
A la clase de los lenguajes lineales pares la denotaremos por ELL. Se cumple
la siguiente relacién con respecto a la jerarquia de Chomsky

REG CELLCCF

Dada cualquier gramadtica lineal par, siempre existe otra equivalente donde
cada una de sus producciones puede tomar una de las siguientes formas

1. A— aBb,donde a,be Xy A, B € N.



34 Capitulo 4  Aprendizaje de lenguajes lineales pares

2. A—a,dondea e XU{A\} y Ae N.

Las anteriores formas en las producciones definen una forma normal en
las graméticas lineales pares. A partir de ahora trabajaremos siempre con
gramdticas en forma normal mientras no se especifique lo contrario. Podemos
ahora definir el determinismo en las gramaéticas lineales pares como sigue

Definicién 4.2. Sea G = (N,X, P, S) una gramética lineal par en forma
normal. Diremos que G es determinista si V a,b € X; V A,B,C € N si
A—aBbe Py A— aCbhe P entonces B =C.

O

A partir de los sufijos y prefijos de una cadena se pueden establecer las
subclases de lenguajes lineales pares LR (k) y LRS(k).

Definicién 4.3. Sea G = (N,X%, P, S) una gramética lineal par y el valor
entero k > 0. G es LR(k) siy s6lo si V u,v,w € ¥*, Vo € (XU N)* y
VA, B € N, si se cumplen las tres siguientes condiciones

1. S = uAv = uxw
G G

2. S = uBw = uzw
G G

3. pref(v,k) = pref(w, k)

entonces A = B.
O

En la misma linea, podemos restringir més las condiciones de la definicién
anterior y definir la siguiente clase de gramaticas

Definicién 4.4. Sea G = (N,3X, P,S) una gramdtica lineal par y el va-
lor entero k¥ > 0. G es LRS(k) (LR(k) en sentido fuerte) si y sélo si V
U1, u2,v1,02 € X*, Vo € (XUN)* y VA, B € N, si se cumplen las cuatro
siguientes condiciones

1. S = uAvy = ujzv;
G G

2. § = us Bvg = ugxv9
G G

3. pref(vi, k) = pref(ve, k)
4. Suf(ulak) = Suf(“Zak)
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entonces A = B.
O

Se puede comprobar que las anteriores definiciones, atin siendo distintas
de las proporcionadas por Koshiba, Mékinen y Takada [40], son equivalentes a
ellas. En este caso hemos redefinido las clases de graméticas LR(k) y LRS(k)
con el objetivo de ser mas explicitos en cuanto a la equivalencia con la clase
de gramaticas que definiremos a continuacion.

Definicién 4.5. Sea G = (N, X, P, S) una gramadtica lineal par. G es fuerte-
mente determinista hacia atrds, de forma abreviada SBD (strongly backward
deterministic) sii Vw € ¥* y YA, B € N, si se cumplen las dos siguientes
condiciones

1. A>
= W,y
2. B = w,
G

entonces A = B.
O

Obsérvese que en la mayoria de los resultados es una condicién indispen-
sable que las graméticas de partida sean reducidas, es decir, que no hayan
simbolos ni producciones initiles o, lo que es lo mismo, que cada simbolo
aparezca en alguna secuencia de derivacién que parta del axioma y que todas
las producciones contribuyan a la generacion de palabras del lenguaje. Asi, a
partir de ahora, trabajaremos exclusivamente con gramadticas reducidas. De
esta forma, podemos aportar los siguiente resultados que relacionan las tres
clases de gramdticas que se han definido anteriormente.

Lema 4.1. (Koshiba et al. [40]) Para cada valor k£ > 0 se cumple que si G es
una gramatica lineal par LRS(k) entonces G es también LR(k). O

Como aportacién al estudio de las gramadticas definidas anteriormente
podemos dar el siguiente resultado

Lema 4.2. Sea G = (N, X%, P, S) una gramatica lineal par reducida. G es
SBD sii G es LRS(0).

Demostracion.
Demostraremos las condiciones suficientes y necesarias expuestas en el lema
para la equivalencia entre las dos clases de gramaéticas
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En primer lugar tomemos G = (N,X, P,S) como una gramdtica lineal
par SBD. Se cumplird que, para cada cadena w € X* si A :;> wy B :;> w

entonces A = B. A partir de la ltima condicién podemos observar que
. E3 3
51S?xAy:G>xzny:G>qu:G>uzvent0ncesA—>zyB—>zson

producciones de la gramética y, por lo tanto, A :G> z :;> wy B ? z :;> w

donde w € ¥* ya que suponemos que G es una gramética reducida y, por lo
tanto, no hay simbolos no generativos. Dado que G es SBD entonces A = By,
por lo tanto, G es LRS(0). Obsérvese que, en este caso, las condiciones 3 y 4
de la definicion 4.4 se cumplen trivialmente ya que pref(y,0) = pref(v,0) = A
y suf(z,0) = suf(u,0) = A\

Supongamos ahora que G es una gramética lineal par LRS(0) reducida.
Se cumple, de acuerdo con la definicién 4.4 que si A ? z,y B ? z, entonces

A = B. Obsérvese que, en este caso, al ser G reducida los simbolos A y B

son alcanzables desde S y, al ser G LRS(0) los prefijos y sufijos de longitud

cero de cualquier forma sentencial donde aparezcan A o B son irrelevantes al

coincidir trivialmente con A. Supongamos ahora que, en la misma gramética,
£ £ . . .

se cumple que A :G> w,y B :G> w con w € ¥*. Obviamente, las derivaciones

anteriores las podemos reescribir como sigue
] nG e ) nG i+ n

A partir de las condiciones reformuladas anteriormente de la definicién 4.4 es
facil demostrar que, en las anteriores derivaciones A; = B; para todo valor 4
y, en consecuencia, A = B. Por lo tanto, G es SBD tal y como se pretendia
demostrar.

O

4.2 Una caracterizacion de los lenguajes lineales pa-
res.

En primer lugar, como trabajo previo a la resolucién del aprendizaje de los
lenguajes lineales pares, vamos a proporcionar una caracterizacion alternativa
de los mismos. A continuacién estableceremos que, dada cualquier gramatica
lineal par (en forma normal), podemos encontrar una gramética lineal par
determinista equivalente utilizando una transformacion sobre las cadenas del
lenguaje que genera.
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Definicion 4.6. Sea ¥ un alfabeto y la cadena x = ay --- ag_10xa541 - - Gn,
dondeVi, 1 <i<m,i#k,a; € EXyar € EU{A}. Definimos los extremos agru-
pados de z, denotdndolo por o(z), a la cadena [a1ay]...[ax—1ak+1]ar. Podemos
definir los extremos agrupados de una cadena de forma inductiva como sigue.
oY — (B2Un)*

1. VaeXU{A}) o(a) =a
2. (Va,b € X) (Vz € ¥*) o(azrb) = [ablo(x)

O

Obsérvese que o produce un cambio en el alfabeto de las cadenas. Asi,
%2 se puede considerar como un nuevo alfabeto donde cada simbolo queda
representado por los pares de simbolos del alfabeto original.

Podemos extender la definicidn a lenguajes y proporcionar los extremos
agrupados de un lenguaje L como o(L) = {o(x) : € L}.

Ademads, podemos definir la transformacién inversa de o como sigue

1. YaeXZU{A}) o7l a)=a
2. (Va,b €X) (Vo € B*) o Y([ab]z) = ac ! (z)b

En este caso, 071(L) = {o7(x) : z € L} y 0~ (o(z)) = =, por lo que
o 1(o(L)) = L.

A partir de la anterior definicién se puede establecer que la transformacién
o obtiene un lenguaje regular a partir de un lenguaje lineal par y que, a partir
de este hecho, se puede definir una relacién de indice finito que caracteriza a
los lenguaje lineales pares.

Teorema 4.1. Si L C ¥* es un lenguaje lineal par, entonces o(L) es un
lenguaje regular.

Demostracion.

Sea el lenguaje L = L(G), donde G = (N, X, P, S) es una gramatica lineal
par en forma normal. Podemos definir el autémata finito A = (Q, Y, 4, qo, F),
donde @ = NU{qs}, g € N, X' =%2U%, qo =5, F = {qs} y 0 se define
mediante las siguientes reglas

1. Si A — aBb € P, entonces B € 0(A, [ab]).

2. Si A —a € P, entonces 0(A,a) = {qr}.
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Por 1ltimo, mediante un proceso inductivo se puede demostrar que
(VA€ N) (VreX*) (A ? r sii 0(A,0(z)) NF # Q).
O

Obsérvese que, si se toma un autémata finito como el que se construye
en el anterior teorema, se puede obtener una gramatica lineal par equivalente
mediante el proceso inverso resultando, en este caso, la demostracion de la
equivalencia trivial. Asi, dado un autémata A, la gramética lineal par que se
obtiene genera el lenguaje o' (L(A4)).

Ejemplo 4.1. Dada la gramadtica lineal par definida por las producciones

S —aSb|aBa|bCb|alb

B — aBa | a

C—bCb|b

el automata que se obtiene de acuerdo a la construccién del teorema 4.1
es el siguiente

[bb]

[&b]

O

Una vez mostrada la relacién entre un lenguaje lineal par L y su lenguaje
regular asociado o(L), podemos establecer cierta correspondencia entre los
resultados tedricos en los lenguaje regulares y aquéllos de los lenguajes lineales
pares. Asi, podemos obtener una relacién de indice finito ligada a lenguajes
lineales pares que produce resultados similares a los del Teorema de Nerode
para lenguajes regulares [33].

En primer lugar, como muestra de la correspondencia citada anteriormente,
podemos establecer la equivalencia entre las gramadticas lineales pares no de-
terministas y aquellas que si lo son. Lo realizaremos mediante el siguiente
teorema.



4.2 Una caracterizacidn de los lenguajes lineales pares. 39

Teorema 4.2. Dada una gramética lineal par en forma normal G = (N, X, P, S),
existe una gramética lineal par determinista en forma normal G’ tal que

L(G) = L(G").

Demostracion.

Dada G podemos obtener un autémata finito A que acepte o(L(G)) tal y
como se establece en el teorema 4.1. Utilizando operaciones estandar sobre este
autémata [33], podemos obtener un AF determinista A’ equivalente a A. Apli-
cando a A’ la transformacién inversa podemos obtener una gramética lineal
par G’ que en este caso serd determinista y genera el lenguaje o (o (L(G))) =
L(G).

O

A partir de cada lenguaje L definido sobre 3 podemos establecer una
relacion de equivalencia =y, sobre pares de cadenas similar a la de Nerode tal
y como lo definimos a continuacién.

Definicién 4.7. Dado el lenguaje L, diremos que los pares de cadenas (u1,v1)
y (u2,v2) estan relacionados bajo L (son indistinguibles bajo L) y lo denotamos
como (u1,v1) =1, (u2,v9) siy solo si se cumplen las siguientes condiciones:

L fuy| = foy]

2. |ug| = [vg]

3. Yw € ¥* ugwvy € L sii ugwve € L o, utilizando una notacién alterna-
tiva, diremos que (u1,v1)L = (ug,v2)L, donde (u,v)L = v (Lo~ ') =
(u='L)v~!.

[l

A partir de la anterior definicién, podemos establecer un resultado defini-
tivo que caracteriza a la clase de los lenguaje lineales pares. Lo enunciaremos
mediante el siguiente teorema.

Teorema 4.3. L C ¥* es un lenguaje lineal par sii =, es de indice finito.

Demostracion.

e Condicién necesaria.
Sea el lenguaje L = L(G), donde G = (N,X, P,S) es una gramatica
lineal par determinista tal y como se establece en el teorema 4.2. Defi-
nimos la relacién =g sobre pares de cadenas como sigue. (u1,v1) =¢
(’LLQ, UQ) sii
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L Juy| = |o|
2. |’u,2| = |U2|

3. WAeN) S :;> ui Avy sii S :2 uo Avy

Obviamente, =¢ es de indice finito, ya que tendra tantas clases de equi-
valencia como simbolos no terminales tenga la gramética. Demostraremos
que si (u1,v1) =¢ (ug,v2), entonces (uy,v1) =1 (ug2,v2), y por lo tanto
=y, es de indice finito.

(u1,v1) =¢ (ug,v2) = Yw € X* uywvy € L sii ugwvy € L = (u1,v1) =,
(u2,v2).
Condicién suficiente.

En este caso, supongamos que =y, es de indice finito. Definiremos la
gramética G = (N, X%, P, S), donde N = {(u,v)L : u,v € ¥* y |u| = |v|},
S = (MA)L y P se define mediante las siguientes reglas

1. Si (u,v)L = Ay (ua,bv)L = B, entonces A — aBb € P.
2. Sia € AN(XU{\}), entonces A — a € P.

Comprobemos ahora que L(G) = L. En primer lugar, se puede de-
mostrar que (u,v)L = A sii S % uAv, mediante un proceso inductivo.

Una vez demostrado el anterior enunciado, podemos comprobar que
L(G) = L, mediante una doble inclusién.

1. L(G) C L
Tomemos = € L(G). Se cumple que S :2 uAv = uav = T con
lu| = |v] y a € £ U{A}, entonces (u,v)L =Ayaec AN (ZU{A}),
por lo tanto uav = x € L.

2. L C L(G)
Tomemos z = uav € L con |u| = |v] y a € X U {\}, entonces

a € (u,v)L = A. Esclaroque A —>a € Py S % uAwv, por lo que

S = udv = uav = z € L(G).
G G
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Veamos un ejemplo de como podemos construir una gramética lineal par
a partir de la relaciéon de equivalencia tal y como ha quedado establecido en
el anterior teorema.

Ejemplo 4.2. Tomemos el lenguaje L = aa*b*b. Las clases de equivalencia
inducidas por =y, son las siguientes

(a,a)L=0 (a,a)A=a" =B (a,a)B=a"=B (a,a)C =0
(a,))L=a*b*=A (a,b)A=a"b*=A (a,b)B=0 (a,0)C =0
(b,a)L=0 (bya)A=0 (b,a)B=0 (b,a)C =0
(b,b)L =0 (b,0)A=0b"=C (b,0)B=0 (b,0)C =b"=C

A partir de las anteriores clases de equivalencia se obtiene la siguiente
gramatica aplicando la construccién del teorema 4.3.

S — aAb A —aBa|aAb|bCb|a|b| A
B —aBa|la|X C—=bCb|b|A
O

Finalmente, podemos enunciar un resultado relacionado con el tamano
minimo de las gramaticas lineales pares.

Teorema 4.4. La gramdtica obtenida segin el teorema 4.3 es la gramatica
lineal par determinista minima respecto del niimero de simbolos auxiliares que
genera L y es Unica salvo isomorfismos en los simbolos auxiliares.

Demostracion.

Tal y como se ha visto en el teorema 4.3, dada una gramadtica lineal par G,
la relaciéon =¢ es un refinamiento sobre =y, por lo que el nimero de simbolos
auxiliares inducidos por =g, para cualquier gramatica G, es mayor o igual al
ntimero de simbolos inducidos por =f.

O

4.3 Aprendizaje de lenguajes lineales pares.

Una vez presentada la caracterizacion de los lenguajes lineales pares, el obje-
tivo es aplicarla para obtener un método de aprendizaje de los mismos. Puede
comprobarse ficilmente que el aprendizaje de un lenguaje lineal par L puede
resolverse mediante el aprendizaje de su lenguaje regular asociado o(L). Asi,
el problema de aprendizaje de lenguajes lineales pares se reduce al aprendizaje
de los lenguajes regulares. La caracterizaciéon propuesta en la seccidn anterior
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es diferente de la propuesta por Takada [70] pero permite obtener el mismo
resultado desde el punto de vista del aprendizaje.

Un esquema que puede aplicarse para abordar la tarea de aprendizaje en
este caso es el que se propone en la figura 4.1.

Algoritmo de aprendizaje
. o -1
Muestra de g (9 delengugjesregulares | \p Gram. lineal par G

entrada S A L(G) = o1 (L(A)

Figura 4.1: Un esquema de aprendizaje de lenguajes lineales pares.

El esquema, propuesto es ficil de entender. Dada una muestra del lenguaje
lineal par, se le aplica la transformacién o para obtener una muestra de un
lenguaje regular. Se puede entonces aplicar sobre la muestra transformada
cualquier algoritmo de aprendizaje de lenguajes regulares como el propuesto
por Oncina y Garcia [51] que, a partir de la muestra de entrada, obtiene como
hipétesis de salida un autémata finito determinista. Por ultimo se aplica
la transformacién inversa o' sobre la hipétesis de salida y se obtiene una
gramdtica lineal par. Obsérvese que en el caso de utilizar el algoritmo de
Oncina y Garcia queda garantizada la identificacién en el limite de la clase
REG. Asi, la clase ELL también es identificable en el limite.

Otra forma de llevar a cabo el proceso de identificacion de la clase ELL
seria la adaptacién de algoritmos de aprendizaje que trabajen directamente
con la muestra sin necesidad de aplicarle ninguna transformacién. Asi se
podrian adaptar algunos algoritmos que se basan en la técnica de agrupamiento
de estados como son los expuestos en [51] y [73]. Esta aproximacién ya fue
expuesta por el autor en [67].

4.4 Explorabilidad local en lenguajes lineales pares

Una vez resuelto el problema genérico del aprendizaje de lenguajes lineales
pares, nos proponemos a continuacion estudiar algunas clases de lenguajes
que, a partir de reducciones similares a las que hemos expuesto, puedan ser
inferidas mediante algoritmos de aprendizaje de lenguajes regulares a partir
de texto. En concreto, nos centraremos en la ezplorabilidad local como un
rasgo distintivo de algunos lenguajes lineales pares que habilitan este tipo de
aprendizaje. El andlisis que nos proponemos realizar se asemeja en cierto modo
al que realizaron Koshiba, Mékinen y Takada [40] en el que establecieron, como
rasgo caracteristico, la reversibilidad en los lenguajes lineales pares.



4.4  Explorabilidad local en lenguajes lineales pares 43

Comenzaremos por definir la clase de lenguajes regulares a los que reducire-
mos los lenguajes lineales pares que procedemos a estudiar. Posteriormente,
estableceremos distintos tipos de explorabilidad que daran lugar a variaciones
en las clases de lenguajes lineales pares correspondientes.

Conceptos basicos sobre explorabilidad local

Los lenguajes localmente explorables fueron definidos por McNaughton y Pa-
pert [47]. En su trabajo, establecieron las caracteristicas que esta subclase
de lenguajes regulares debian cumplir. Proporcionaremos, a continuacién, la
definicién de los mismos

Definicion 4.8. Sea el valor entero £ > 0 y la cadena z € ¥*. Definiremos
el vector de k-explorabilidad de z como la tupla vi(z) = (ig(z), tx(z), fr(x)),
donde

. T si x| <k
i () = { L lal

urx=uv,ul=k—-1 si |z|>k

fulr) = {9” el <k

viz=uv,lv|=k—-1 si |z|>k

tp(z) ={v:z=uvw,u € ", w € ¥ |v| =k}
U

Definiciéon 4.9. Para cada valor entero £ > 0, definiremos la relacién de
equivalencia =, C ¥* x ¥* como sigue:

(Vr,y €X) =z =y <= vr(z) = n(y)

O

Se ha demostrado en [47] que = es una relacién de indice finito y que
=11 refina a =.

Definiciéon 4.10. Diremos que L C >* es k-explorable sii L es la union
de algunas clases de equivalencia de =;. L es localmente explorable si L es
k-explorable para algin valor k£ > 0. O

Denotaremos a la clase de lenguajes k-explorables por k-LT y a la clase
de lenguajes localmente explorables por £7. Ha sido demostrado en [47] que

LT C REG.



44 Capitulo 4  Aprendizaje de lenguajes lineales pares

Otra clase de lenguajes que estd intimamente relacionada con L7, es la
clase de lenguajes localmente explorables en sentido estricto, introducida en
[47]. La citada clase de lenguajes la definiremos a continuacién.

Definicién 4.11. Sea ¥ un alfabeto y Z; = (%, Iy, Fi, T)), donde Iy, Fj, C
vkl v 7, C ©F. Diremos que L es un lenguaje k-explorable en sentido
estricto si podemos definir L mediante la siguiente expresién

LN = (2% N (B F) — (2¥T3, %)

Diremos que L es localmente explorable en sentido estricto si es k-explorable
en sentido extricto para algin valor entero k£ > 0. O

Denotaremos a la clase de lenguajes k-explorables en sentido estricto por
k-LTSS y a la clase de lenguajes localmente explorables en sentido estricto
por LTSS. Ha sido demostrado en [47] que LTSS C REG y que k-LT es la
clausura booleana de k-LTSS. Obsérvese que las clases k-LT y k-LT SS son
cerradas bajo la operacién de reverso.

Explorabilidad local en lenguajes lineales pares

Una vez que hemos definido la explorabilidad local en relacién con los lengua-
jes regulares, nos proponemos aplicar las reducciones que hemos utilizado
de forma genérica en los lenguajes lineales pares, para definir en los mis-
mos algunos tipos de explorabilidad local. En primer lugar, ademés de uti-
lizar la transformacién o definida anteriormente, emplearemos un morfismo
g: (EX)UX — A, donde A es un alfabeto cuya cardinalidad cumple que
card(A) > card($)? + 2 - card(X). Asi, si ¥ = {aj,a2,---,a,} y A =
{b1,b2,--- , by} entonces g se definird como sigue

1. (‘v’az € Z) g(ai) =b
2. (Va;,a; € £) g([aiaj]) = batint;

La utilizaciéon del morfismo g no es estrictamente necesaria. El objetivo
que se persigue al introducirlo en este punto es el de la simplificacién de los
alfabetos empleados en los procesos de inferencia. Asi, al utilizar g podemos
volver a trabajar con alfabetos que se componen de simbolos simples y no de
pares de simbolos como ocurria en el anterior apartado.

Procederemos a continuacién a definir la explorabilidad local en los lengua-
jes lineales pares.
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Entrada: Una muestra finita de aprendizaje R
Método:
S=10
Ve R
§=5U{g(o(x))}
H=Ar7(S)
Salida: o !(g '(H))

Figura 4.2: Un método de inferencia para lenguajes de LT¢,

Definiciéon 4.12. Sea L € £LL. Diremos que L es un lenguaje lineal par
localmente explorable sii g(o(L)) € LT. Diremos que L es un lenguaje lineal
par localmente explorable en sentido estricto sii g(o(L)) € LT SS. O

Denotaremos a la clase de los lenguajes lineales pares localmente explorables
por LTerr v ala clase de los lenguajes lineales pares localmente explorables
en sentido estricto por LT SSgr,. Si fijamos un valor k£ concreto entonces
tendremos las clases de lenguajes k — LTerr y k — LTSSers. A partir de
la definicién 4.12, podemos disenar una técnica de reduccion que resuelva el
aprendizaje de los lenguajes de LTess v de LT SSer . aplicando algoritmos de
aprendizaje para las clases LT o LTSS. Asi, supongamos que el algoritmo
de aprendizaje para LT es Ag7 tal y como describe Ruiz en [61], entonces el
método de reduccién que podemos emplear se muestra en la figura 4.2

El método para el aprendizaje de lenguajes de LT SSgrr es similar al
mostrado en la figura 4.2. En este caso, bastaria con emplear un método de
aprendizaje para lenguajes de LTSS como el expuesto en [20]. Suponiendo que
denotamos por A,7ss al citado método, entonces el algoritmo de inferencia
es el que se muestra en la figura 4.3.

Veamos a continuacién un ejemplo de la reduccién propuesta en los métodos
de aprendizaje expuestos anteriormente.

Ejemplo 4.3. Supongamos que la muestra R se define mediante el conjunto
R ={10,10001110,111000111000,11100001111000}
entonces o(R) queda definido por el conjunto

{[10], [10][01][01][01], [10][10][10]{01][01][01], [10][10][10][01][01][01][01]}
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Entrada: Una muestra finita de aprendizaje R
Método:
S=10
Ve R
§=5U{g(o(z))}
H=Ar7ss(S
Salida: o !(g }(H))

Figura 4.3: Un método de inferencia para lenguajes de LT SSerr

Si aplicamos el morfismo g tal que g([10]) = a y g([01]) = b entonces
g(o(R)) = {a, abbb, aaabbb, aaabbbb}. A continuacién, aplicando el algoritmo
Ar7ss(S) sobre g(o(R)), con k = 2, obtenemos una hipétesis H tal que
o Y(g Y (H)) queda definida por la gramédtica lineal par con las producciones
siguientes: S — 140; A — 140 | 0BL | \; B — 140 | 0B1 | . O

Una definicion gramatical de los lenguajes lineales pares local-
mente explorables

Una vez resuelto de forma efectiva el aprendizaje de los lenguajes lineales
pares localmente explorables, podemos aprovechar la reduccién aplicada en el
mismo para definir las caracteristicas que deben cumplir las graméticas lineales
pares que generan los citados lenguajes. Formalizaremos dichas caracteristicas
mediante la siguiente propiedad.

Propiedad 4.1. Sea el valor entero £ > 0 y la gramética lineal par G =
(N,X, P,S) de forma que se cumple la siguiente condicién: (VA € N) si
S :;> 1Ay y S :2 29 Ays entonces (Yw € 3*) g(o(z1wyr)) =g g(o(zowys)).

Entonces podemos afirmar que L(G) € k — LTzr.

Demostracion.

Supongamos que G cumple el enunciado de la propiedad. Entonces, de
forma trivial, las cadenas del lenguaje L(G) pueden obtenerse a partir de
O(card(N)) clases de equivalencia de = y, por lo tanto, L(G) € k — LT¢ ..

[l
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Un resultado similar al anterior puede establecerse para caracterizar las
gramdticas lineales pares que generan lenguajes de LT SSgr .

4.5 Otras formas de explorabilidad local

En la seccién anterior hemos mostrado algunas relaciones entre los lenguajes
lineales pares y los lenguajes regulares a partir de las transformaciones o y g.
En esta seccién cambiaremos las transformaciones anteriores con el objetivo
de definir y caracterizar nuevas clases de lenguajes dentro de la clase ELL que
compartan el rasgo de explorabilidad local de forma diferente a las anteriores.

Cadenas bipartidas

Puede observarse ficilmente que, en cada lenguaje lineal par, todas las cadenas
del mismo pueden dividirse en dos mitades de igual longitud y, posiblemente,
un simbolo central que se pueden poner en correspondencia con las cadenas que
aparecen a izquierda y derecha de cada simbolo auxiliar en las partes derechas
de las producciones de las gramdticas que los generan. Tomando esta carac-
teristica como punto de partida, podemos definir una nueva transformacién
sobre cadenas que denominaremos Bipartir y que dividird a las mismas en
dos mitades de igual longitud y un simbolo central o la cadena vacia.

Formalmente, para cualquier cadena x € 3*, definiremos Bipartir(z) =
{r1,a,25} con x = z1aze y |z1| = |z2| y @ € T U {A}.

Podemos extender esta operacion sobre un conjunto finito y arbitrario de
cadenas S como sigue

Bipartir(S) = {L(S),M(S),R(S)}

donde

L(S) = {x1 € ¥* : 3z € S,Bipartir(z) = {z1,a,z2}},
R(S) = {zg € ¥* : 3x € S,Bipartir(z) = {z1,a,22}} y
M(S) ={a € U{\}: 3z € S,Bipartir(z) = {z1,a,z2}}.

Biparticiones sincronizadas vs. no sincronizadas

A partir de la operacién Bipartir, definida anteriormente, podemos obtener,
mediante algoritmos de inferencia basados en explorabilidad local de lenguajes
regulares, hipdtesis que llamaremos constructores que facilitardn el proceso de
aprendizaje de lenguajes lineales pares. Aqui es importante observar que, si
en una gramdtica lineal par arbitraria, eliminamos las cadenas que aparecen
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Entrada: Un conjunto finito de aprendizaje S
Método:

Ty, = L(S) € Bipartir(S)

Tr = R(S) € Bipartir(S)

Ty = M(S) € Bipartir(S)

Hr, = Acr(TL)
Hp = A7 (Tr)
Hyr =T

Salida: {Hr,Hy, Hr}

Figura 4.4: Un método de inferencia para obtener constructores para biparti-
ciones sincronizadas y no sincronizadas

a la derecha (o a la izquierda) de un simbolo auxiliar, entonces la gramatica
resultante es regular. En la figura 4.4 mostramos el método que permite
obtener constructores a partir de la operacidon Bipartir y cualquier algoritmo
de inferencia para la clase de lenguajes LT .

Veamos a continuacién un ejemplo de aplicacién del método expuesto en
la figura 4.4.

Ejemplo 4.4. Sea el conjunto finito S definido como

S = {abbaabab, abbabaababab, abbabbabbaababababab},

entonces Bipartir(S) = {L(S), R, (S), M(S)}, donde

L(S) = {abba, abbaba, abbabbabba},

R(S) = {baba, bababa, bababababa} y

M(S) = {A}.

A continuacion aplicaremos un algoritmo de inferencia para la clase LT
que denotamos por Az7, con k = 2 y obtenemos los constructores Hy, Hr y
H s donde las clases de equivalencia obtenidas por el algoritmo de aprendizaje
en cada uno de los constructores quedan definidas por los siguientes conjuntos

HL = {P‘]Ezv [a]E27 [ab]E27 [abb]E27 [abba]Ezv [abbab]Ez}

Hr = {[)‘]Ezv [b]Ezﬂ [ba]Ew [bab]Ezv [baba’]Ez}

Hu = {A}

O

Una vez obtenidos los constructores a partir de un conjunto finito, pode-
mos definir diferentes subclases de lenguajes lineales pares en funcién de cémo
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relacionemos las clases de equivalencia de los constructores. En este caso,
pretendemos combinar las clases de equivalencia de la relacion =, que hemos
inferido a partir del algoritmo A,7. Por otra parte, resulta obvio que, los con-
juntos obtenidos a partir de la transformacién Bipartir forman un lenguaje
regular localmente explorable.

Las combinaciones entre las clases de equivalencia de L(S) y R(S) que
hemos citado las realizaremos mediante sincronismo o ausencia de sincronis-
mo. Informalmente, el sincronismo entre las clases de equivalencia significa
que, si tomamos cualquier cadena del conjunto de aprendizaje z = z1ax2 € S,
entonces la clase de equivalencia obtenida para 1 debe combinarse con aquella
obtenida para z7,. De esta forma, podemos definir la relacién ~ entre cadenas
como sigue: Vz,y € ¥* con x = zi1axe, y = y1bys, |z1| = |z2|, |11| = |y2| ¥
a,b e LU{\}

T~y = vg(71) = vk (Y1) A vk(z2) = vi(y2)

A partir de la relacién ~j, definiremos una clase de lenguajes que tome en
cuenta el sincronismo ente las clases de equivalencia.

Definicion 4.13. Diremos que el lenguaje L C ¥* es k-explorable sincroniza-
do bipartido sii es la unién de algunas clases de equivalencia de ~. L es
localmente explorable sincronizado bipartido si L es k-explorable sincronizado
bipartido para algtin valor entero k& > 0. O

Denotaremos a la clase de los lenguajes lineales pares localmente explorables
sincronizados bipartidos por LTSHSgrr. Fijando un valor entero k ten-
dremos la clase de lenguajes k — LTSHSgr1,- Podemos inferir lenguajes de la
clase LT SHS g1, mediante el método expuesto en la figura 4.5.

La identificacién en el limite de la clase LT SHS g1, puede ser facilmente
deducible a partir de la convergencia de las hipétesis Hy y Hp utilizando el
algoritmo A,7. Obsérvese que el método propuesto en la figura 4.5 es conser-
vativo, lo que quiere decir que sélo se combinan aquellas clases de equivalencia
de la relacién =, que tienen algiin representante en el conjunto de aprendizaje.

Ejemplo 4.5. Tomemos el conjunto de aprendizaje y los constructores definidos
en el ejemplo 4.4. La hipdtesis obtenida por el método propuesto en la figura
4.5 es la gramdtica lineal par definida por las siguientes producciones

AUO — CLAHb A44 — bA53b | A

A11 — bAQQCL A53 — aA44a | bA54a
A22 — bA33b A54 — bA53b | aA43b
A33 — aA44a A43 — bA54a
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Entrada: Un conjunto finito de aprendizaje A y constructores Hr,Hyr v Hr

Método:
Enumerar Hy y Hr
[* card(Hr) =ny card(Hg) =m */
N:{Al]0§z<n,0§j<m}
S = Ago
Ve € A
VYu,v,w € ¥* Va,b € ¥ : £ = uawbv con |u| = |v|
/* [u]=, es la i-ésima clase de equivalencia en My, */
/* [v"]=, es la j-ésima clase de equivalencia en Hp */
/* [ua]=, es la k-ésima clase de equivalencia en Hy, */
/* [v"b]=, es la [-ésima clase de equivalencia en Hp */
Aij — aApbe P
siw € Hys entonces Ay — w € P
Salida: G = (N, %, P, S)

Figura 4.5: Un método de inferencia para lenguajes de LTSHSELL-

El siguiente resultado muestra las caracteristicas que cumplen las graméaticas
lineales pares que generan los lenguajes de la clase LTSHSELL.

Propiedad 4.2. Sea el valor entero positivo & > 0 y la gramdtica lineal par
G = (N,X, P,S) de forma que la siguiente condicién se cumple: (VA € N)
. E £ .o

si S ? x1Ay; entonces S z? ToAys sil 1 = o y Y1 =k yo. Entonces,

L(G) €k —LTSHS e,

Demostracion.

Supongamos que la graméitica G cumple el enunciado de la propiedad. De
forma trivial, tomemos dos cadenas distintas de L(G) que puedan ser obtenidas
en la gramditica mediante los siguientes procesos de derivacién

S = z1Ay, = 110
z 1 y1G 14Y1

S = 19Ays = T9a
z 2 y2G 20Y2

Puede demostrarse facilmente que, de acuerdo con las anteriores derivaciones,
T1 =k T2 € y1 = y2. Asi, las cadenas del lenguaje L(G) pueden obtenerse
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con un maximo de O(card(N)) clases de equivalencia de la relacién ~j. En
consecuencia, L(G) € k — LTSHSsrr
O

La definicién de lenguajes bipartidos no sincronizados lineales pares es
bastante simple. En este caso, basta con no forzar el enlace entre las clases de
equivalencia obtenidas por la derecha o la izquierda. Definiremos la relacién
entre cadenas & como sigue: Vz,y € ¥* con z = z1azx2, y = y1bya, |z1| =
2|, [y1] = [y2| v a,b € BU{A}

xRy <= vp(r1) = vK(y1) V ug(x2) = v (y2)

A continuacion definiremos los lenguajes que se pueden formar a partir de
la anterior relacion.

Definiciéon 4.14. Diremos que L C X* es un lenguaje k-explorable no sin-
cronizado bipartido sii es la uniéon de algunas clases de equivalencia de la
relacion ~j;. L es localmente explorable no sincronizado bipartido si es k-
explorable no sincronizado bipartido para algin valor £ > 0. O

Denotaremos a la clase de lenguajes lineales pares localmente explorables no
sincronizados bipartidos por LTN SHS g1 Fijando un valor entero positivo k
tendremos la clase de lenguajes k — LTN SHSEr,. Podemos inferir lenguajes
de la clase LTNSHSgr1 a partir del método expuesto en la figura 4.6.

Al igual que sucedia con la anterior clase de lenguajes, la identificacién en
el limite de la clase LTNSHSELr puede ser ficilmente demostrada a partir
de la convergencia de las hipétesis Hy, y Hr empleando el algoritmo Ap7.

Veamos un ejemplo de aplicacién del algoritmo mostrado en la figura 4.6.

Ejemplo 4.6. Tomemos el conjunto de aprendizaje y los constructores definidos
en el ejemplo 4.4. La hipétesis obtenida por el método de la figura 4.6 queda
definida por la gramética con las siguientes producciones

S — aAlLa | aAlLb | aAle | bAle

AOL — aAlLa | aAlLb AOR — aAle | bAle
AIL — bAgLa | bAQLb AIR — aAgRa | bAgRa
AZL — bAgLa | bAng AZR — aAgRb | bAgRb
A3L — aA4La | aA4Lb A3R — aA4Ra | bA4Ra
A4L — A | bA5La | bA5Lb A4R — A | aAgRb | bAgRb

A5L — aA4La | aA4Lb | bA5La | bA5Lb
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Entrada: Un conjunto finito de aprendizaje A y constructores Hr,Hyr v Hr
Método:
Enumerar Hy y Hr
[* card(Hr) =ny card(Hg) =m */
N:{AlL0§Z<H}U{A]R0§j<m}U{S}
Vz € A
Vu € ¥* Va € ¥ : = uawv con |ua| < |v]
/* [u]=, es la i-ésima clase de equivalencia de Hy, */
/* [ua]=, es la k-ésima clase de equivalencia de Hy, */
VbeX
A, = aApbe P
si w € Hps entonces A, — w € P
Vz e A
Vv € £* Vb€ ¥: z = uwbv con |bv| < |u|
/* [v"]=, es la i-ésima clase de equivalencia de Hp */
/* [v"b]=, es la k-ésima clase de equivalencia de Hp */
Va € ¥
A;r = aAgrb € P
si w € Hjys entonces Ayg — w € P
si Agr, — a entonces S — o € P
si App — «a entonces S - a € P
Salida: G = (N, 3, P, S)

Figura 4.6: Un método para inferir lenguajes de LTNSHSELL

En cuanto a las caracteristicas de las graméaticas que generan los lenguajes
de la clase LTNSHS 11, podemos establecer el siguiente resultado.

Propiedad 4.3. Sea el valor entero k& > 0 y la gramética lineal par G =

(N,%, P,S) que cumple la siguiente condicién: (VA € N) si S :;> 21 Ayq

entonces S :;> x9Ayy sii 1 = T2 0 y1 =¢ y2. Entonces, L(G) € k —
LTNSHSe, .
Demostracion.

Supongamos que la gramatica G cumple la condicion que enuncia la propiedad.
Puede comprobarse ficilmente que, si tomamos dos cadenas distintas de L(G)
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que se puedan obtener mediante los siguiente procesos derivativos en la gramética
S :*> IlA 1 = T1aYy
G Y G Y
S = 19 Ays = z0a
& T2 Y2 o T2 Y2

entonces, de acuerdo con las derivaciones anteriores, 1 =y 2 0 Y1 =k Yo.
Las cadenas del lenguaje L(G) pueden obtenerse como maximo a partir de
O(card(N)) clases de equivalencia de la relacién =. Por lo tanto, L(G) €
k—LTNSHSsrr O

Finalmente, a partir de las propiedades 4.2 y 4.3, podemos deducir el
siguiente resultado

Corolario 4.1. ﬁTNSHSELL Q ﬁTSHSELL O

4.6 Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo hemos estudiado algunas caracteristicas de las gramaticas li-
neales pares que posibilitan su identificacién mediante una reduccién al apren-
dizaje de lenguajes regulares. En el caso de la explorabilidad local, hemos fija-
do como lenguajes regulares aquéllos definidos por las clases LT y LT SS. En
ambos casos, las reducciones que se han proporcionado han sido polinémicas
lo que implica que los métodos de aprendizaje han resultado eficientes desde
el punto de vista de complejidad computacional.

Los futuros trabajos que se pueden derivar a partir de lo expuesto en el
presente capitulo los podemos exponer como sigue

e En las formas de explorabilidad local que se han planteado, podemos
sustituir las clases de lenguajes regulares por otras subclases como las
que se definen en [61]. Este cambio en las clases de lenguajes regulares
nos conducen a nuevas definiciones de lenguajes lineales pares tales como
localmente testables por la izquierda, por la derecha, o trozos, etc.

e A partir de las caracterizaciones algebraicas de los lenguajes localmente
testables basadas en la Teoria de semigrupos, se puede establecer un tra-
bajo en paralelo que caracterice las propiedades de las cuasi-congruencias
que definen los lenguajes lineales pares.

e Las relaciones entre las clases LTSHSgrr, LTNSHSErr, LTELL ¥
LTSSgrr no han sido analizadas en profundidad. En concreto existen
indicios que nos permiten pensar que la inclusién del corolario 4.1 es, en
realidad, una inclusién propia y que LT grr, = LTSHSELL.
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Capitulo 5

Aprendizaje de lenguajes
lineales

La clase de los lenguajes lineales [65] presenta algunas propiedades interesantes
desde el punto de vista de la teoria de lenguajes y de la inferencia gramatical.
En esta clase se presentan algunos problemas que se repetirdn en otras clases
superiores y que justifican la utilizacién de la informacién estructural como
fuente de informacién para el proceso de inferencia. Los lenguajes lineales
forman una familia que estd propiamente incluida en la familia de los lenguajes
incontextuales y que contienen propiamente a otras familias de lenguajes como
son los lineales pares [1] que hemos tratado en el capitulo anterior. Por otra
parte, existe una fuerte relacion entre los lenguajes lineales y las transducciones
racionales [6].

Tal y como hemos indicado anteriormente, en los lenguajes lineales ya
aparecen algunos de los problemas caracteristicos de otras clases superiores,
en especial de los lenguajes incontextuales, cuya resolucién se ha demostrado
indecidible o con una complejidad computacional elevada. De entre estos
problemas destacaremos los siguientes

1. El problema de la equivalencia [60].

Dadas dos gramaticas lineales G1 y G5 es indecidible establecer si son
equivalentes, es decir si L(G1) = L(G3).

2. El problema de la ambigiiedad [26].

1

Dada una gramética lineal minima" es indecidible establecer si es o no

!Una gramética lineal minima se define como aquella en la que el alfabeto de simbolos
no terminales contiene un tnico simbolo.

95
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ambigua.

3. El problema del conjunto caracteristico [10].

Dada una gramética lineal no es posible calcular un conjunto finito que
permita su identificacién en tiempo polinémico.

4. El problema de la equivalencia estructural [36].

Dadas dos gramaticas lineales G; y G2 establecer si son estructural-
mente equivalentes es PSPACE completo. Dos graméticas lineales son
estructuralmente equivalentes si el conjunto de esqueletos asociados a las
derivaciones de las palabras de los lenguajes que definen son idénticos.

Los problemas acerca de la equivalencia, la equivalencia estructural y otros
como la cobertura de gramaéticas y la decidibilidad de la linealidad de los
lenguajes formales han sido debidamente estudiados a lo largo del tiempo
[25, 26, 27, 35, 36, 37, 54, 60, 66].

El trabajo realizado acerca de la identificacién de lenguajes lineales no
ha sido muy frecuente en la literatura sobre el tema. Fundamentalmente, la
comunidad cientifica se ha centrado en la inferencia de lenguajes incontextuales
que, en consecuencia, incluye la inferencia de lenguajes lineales. Podemos
citar, entre otros trabajos, una aportacién del autor acerca de la inferencia
heuristica de cierta subclase de lenguajes lineales [68] y, recientemente, el
aprendizaje de lenguajes lineales deterministas a partir de muestra completa
[11].

En el presente capitulo abordaremos el aprendizaje de ciertas subclases
de lenguajes lineales a partir de informacién estructural. En concreto nos
centraremos en algunos rasgos de las gramaticas lineales como son la distin-
guibilidad estructural y terminal, la explorabilidad local y la reversibilidad.

5.1 Conceptos basicos acerca de los lenguajes li-
neales

Al igual que hemos hecho en el capitulo anterior, vamos a proporcionar los
conceptos basicos acerca de los lenguajes lineales, de los cuales nos ocuparemos
en el presente capitulo. El resto de conceptos que se utilizan han sido definidos
previamente en el capitulo 3 de la presente memoria.

Definicién 5.1. Sea G = (X, N, P, S) una gramética. Diremos que G es lineal
si cada una de las producciones de P puede tomar una de las dos siguientes
formas
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1. A»zBy ABeN z,ye¥*
2. A—-w AeN wekX*

Podemos adoptar la siguiente forma normal para las graméticas lineales

1. A—-aBb A BEN abelXx

22 A—a AeN acXU{)\}

O

En general, cuando nos refiramos a gramadticas lineales se entenderan en
forma normal y reducidas, es decir, sin producciones unitarias ni simbolos
indtiles. Mads atin, podemos eliminar las producciones A — X\ y trabajar
Unicamente con lenguajes lineales que no contengan la cadena vacia. Esta es
una restriccién que no restard generalidad a la mayoria de resultados que se
presentaran a lo largo del capitulo.

La clase de los lenguajes lineales la denotaremos por LIN y es una clase
intermedia entre los lenguajes regulares y los libres de contexto. Es decir se
cumple la siguiente relacién entre familias de la jerarquia de Chomsky

REG C ELL C LIN CCF

Los arboles de derivacion de las graméticas lineales presentan una forma
similar a los de las graméaticas regulares con la salvedad que los hijos con eti-
quetas terminales pueden situarse indistintamente a la izquierda o a la derecha
de un nodo interno.

Ejemplo 5.1. Sea la gramaética lineal definida por las producciones
S—Aa|bBla; A—aA|aB B—b|DBb

El arbol de derivacion para la cadena aabbba se muestra en la figura 5.1 junto
con su esqueleto correspondiente

O

En el caso de los lenguajes lineales, la definicién de graméaticas LR(k)
varia respecto de la utilizada en las gramdaticas lineales pares en el capitulo
anterior. El motivo fundamental es que, mientras que en las gramédticas lineales
pares se puede tener un control a priori sobre la forma en que se derivan las
cadenas del lenguaje que consiste en derivar los extremos de la cadena simbolo
a simbolo para finalizar en el centro de la misma, en las gramaéticas lineales se
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Figura 5.1: Ejemplo de arboles de derivacién y esqueletos en graméticas li-
neales en forma normal

pueden dar cambios de linealidad a izquierda a linealidad a derecha imposibles
de predecir mediante una forma normal. Con todo ello, las relaciones entre
gramdticas LR(k) y SBD lineales variara respecto del caso de las gramdticas
lineales pares que hemos visto en el capitulo anterior. Vamos en primer lugar
a proporcionar la definicién correspondiente de gramaticas LR(k) lineales.

Definicién 5.2. Sea G = (N, X, P, S) una gramética lineal. Diremos que G
es LR(k) siy sélo si para todo u,u/,v,0" € ¥*, z,2' ¢ (NUX)*y A, A’ e N
si se cumplen las tres siguientes condiciones

1. S udv = uzv
G G
2. 8= u A = u'zv
G G
3. pref(uzv,|uz| + k) = pref(u'z'v', |luz| + k)
entonces A=A, z =2 yu="1

O

Por otra parte, la definicién de gramaéticas lineales SBD coincide con las
lineales pares de la definicién 4.5. En este caso la relacion entre gramdticas
lineales SBD y LR(k) no es el mismo que en el de las gramadticas lineales
pares tal y como se expresa en el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Las clases de gramaticas lineales LR(k) y SBD son incompa-
rables.
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Demostracion.
Para demostrar la veracidad del enunciado bastara con proporcionar ejem-
plos de gramdticas SBD que no sean LR(k) para ningin valor de k y viceversa.
Tomemos la graméatica definida por las siguientes reglas

S—aA D—Cc|Ec S—aH K — Le

A— Bg FE —bF H—1Ii L — Kc|Mc|Ge
B—Cf F—bE|bG I—bJ M —c

C—Dc G—=d J — bl | Kh

En la anterior gramética pueden obtenerse las siguientes derivaciones
S = ab’Lc"hi = ab®Gec”hi
a a
S :2 aPFdfg z? abPbGde fg

Tal y como se muestra en las anteriores derivaciones, se puede tomar u =
ab®, v = c"hi, x = Ge, v = ab?, v = ! fg y 2’ = bG. La anterior gramética
es SBD y, para cualquier valor seleccionado de k, podemos encontrar valores
para s,p,r y [ de forma que pref (uzv, |luz|+k) sea igual a pref (u'z'v', |uz|+ k)
con L # F.

Por otra parte, podemos tomar la siguiente gramatica LR(0)

S — bA A — Becc
B—bA|cClaD C—d
D —d

Es facil ver que la anterior gramatica no es SBD yaque C - dy D — d
son producciones de la gramatica

O

Por otra parte, el problema de decidir si una gramatica lineal es o no SBD
es indecidible tal y como se expresa en el siguiente resultado.

Lema 5.1. Sea GG una gramdtica lineal. Es indecidible establecer si G es
SBD.

Demostracion.

Para demostrar la veracidad del enunciado reduciremos el Problema de la
Correspondencia de Post (PCP) [55] al problema de establecer si una gramatica
lineal es SBD.
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Tomemos una instancia del PCP definido por las listas X = {x1,x9, -+ ,2,}
eY ={yi,y2, - ,yn}, donde (Vi 1 <i <n) x;,y; € £*. Una solucién afirma-
tiva del PCP consiste en una secuencia de indices 71, -+ ,jy donde Vi 1 < i < k
Ji € {1,--- ,n} de forma que se cumple que z; zj, - T;, = Yj, Yjp - Yj.- Por
otra parte, una solucién negativa indica que la anterior secuencia de indices
no existe. Este problema fue demostrado como indecidible [55], es decir no
existe ningin algoritmo que resuelva afirmativa o negativamente una instancia
arbitraria de PCP.

A partir de las anteriores listas, construimos la gramética lineal G =
({S,A,B},¥U{1,2,--- ,n}, P,S) donde las producciones de P se definen me-
diante las reglas siguientes

1. S— A|B
2. Vil<i<nA— x;Ailz;
3. Vi 1 <i<n B — y;Bily;i

Se puede demostrar ficilmente que existe una secuencia de indices j1, jo, - - - , jk
de forma que
. * . . * . .
CON Ty =+~ Ty = Yju =" Y-
Es decir existe solucién en PCP sii G no es SBD.
O

Definicién 5.3. Sea GG una gramadtica lineal. Diremos que G presenta fuerte
determinismo estructural hacia atrds si se cumple que Yw € L(G), si A :;> w

y B :;> w entonces A = B y el A-arbol con resultado w es tinico. O

A las gramadticas con fuerte determinismo estructural hacia atras las de-
nominaremos gramaticas SSBD (strongly structural backward deterministic).
Se cumple la siguiente propiedad que relaciona las graméticas SBD y SSBD.

Propiedad 5.1. Sea G una gramdtica lineal. Se cumplen los siguientes
enunciados:

1. Si G es SSBD entonces G es SBD.

2. Si G es SBD entonces G no es necesariamente SSBD.

Demostracion.
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La primera parte del enunciado se cumple trivialmente a partir de las
definiciones de gramaticas SBD y SSBD. Para verificar la segunda parte
del enunciado tomaremos la gramatica definida por las producciones S — aA4;
A — bB | Bcy B — ¢ | b. La gramdtica anterior es SBD pero no SSBD
ya que las derivaciones A = bB = bc y A = Bc = be definen arboles de
derivacién distintos para la cadena bc partiendo del auxiliar A.

O

Por otra parte, al igual que sucedia con las gramaticas SBD, resulta in-
decidible establecer si una gramadtica lineal arbitraria es SSBD tal y como se
establece en el siguiente resultado.

Propiedad 5.2. Sea G = (N,3, P,S) una gramdtica lineal arbitraria. Es
indecidible establecer si G es SSBD.

Demostracion.

A partir de la demostracién del lema 5.1, podemos observar que, en la
gramdtica que se obtiene a partir de las listas de la instancia del PCP, es-
tablecer si la citada gramdtica es SBD equivale a establecer si existe mds
de un S-arbol para alguna cadena del lenguaje. Por lo tanto, se podria re-
solver el problema PCP a partir de la resolucion del enunciado expuesto en la,
propiedad. O

Obsérvese que, en las anteriores definiciones de graméticas lineales SBD,
SSBD y LR(k) se ha introducido cierto tipo de determinismo. El determi-
nismo en los lenguajes lineales ha sido tratado previamente en trabajos como
[2] ¥ [32] donde se aborda el aspecto de complejidad computacional de las
tareas de andlisis. Existen distintas definiciones de determinismo relativas a
los lenguajes lineales y, en el presente trabajo, se tratard con aquellas que se
deducen de las definiciones anteriores.

5.2 Distinguibilidad terminal y estructural

El problema de la identificacién de los lenguajes lineales presenta multiples
dificultades. Por una parte, la identificacién exacta en tiempo polinémico
no es posible a partir de un conjunto finito de datos polinémico tal y como
se enuncié en el problema del conjunto caracteristico [10]. Por otra parte, la
identificacion en el limite a partir de datos positivos tampoco es posible ya que
en la clase de los lenguajes lineales no se cumplen las condiciones de Angluin
para la identificacién a partir de datos positivos [3]. Ni siquiera la estructura
de una gramdtica lineal puede ser aprendida a partir de ejemplos positivos
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estructurales (esqueletos) tal y como se verd en el préximo capitulo. Bajo
esta situacion, se presentan varias opciones que permiten obtener algoritmos
caracterizables de identificacién referidos a la clase de los lenguajes lineales.
Entre las distintas opciones podemos citar las dos siguientes

1. Identificacién en el limite a partir de presentacién completa del lenguaje.
Este marco de trabajo evita el problema del conjunto caracteristico ya
que no se exige una identificacién exacta a partir de un conjunto finito
de datos. También se evitan las condiciones de Angluin al trabajar con
presentacién completa.

2. Restriccién de la clase de lenguajes obteniendo una subclase de los
lenguajes lineales que pueda ser inferida en tiempo polinémico a par-
tir de un conjunto caracteristico.

Es la dltima aproximacion la que adoptaremos en este capitulo. Para ello,
definiremos dos propiedades no triviales de las gramadticas lineales que per-
miten definir una subclase de los lenguajes lineales con el objetivo de plantear
algoritmos eficientes de identificacién. Las dos caracteristicas a las que nos
referimos son la distinguibilidad terminal y el determinismo estructural. Infor-
malmente, la distinguibilidad terminal supone que, en una gramadtica lineal,
una situacion de indeterminismo se puede resolver mediante la distincién de
los simbolos terminales que pueden llegar a derivar los auxiliares involucrados
en esa situacion. Por otra parte, el determinismo estructural supone la no
ambigiiedad de las gramadticas lineales ni siquiera de forma parcial, esto es
referido a cualquier segmento de una derivacién de una cadena del lenguaje.

A partir de la funcién de simbolos terminales, ter(-), proporcionada en
el capitulo 3, podemos formalizar el concepto de distinguibilidad terminal.
Veamos un ejemplo de conjuntos de simbolos terminales referido a gramdticas
lineales.

Ejemplo 5.2. Sea la gramitica lineal G definida por las producciones
S—aA|bB|b; A—aA|Ba|b; B—bB|b

tenemos los siguientes conjuntos
ter(L(S,Q)) = {a, b}
ter(L(A,G)) = {a,b}
ter(L(B,G)) = {b} O

Definicién 5.4. Sea G = (X, N, P, S) una gramética lineal. Diremos que G
presenta distinguibilidad terminal si cumple las siguientes condiciones
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1. VA,B,CeN)si(A—-aB N A—=aC) V (A—Ba N A— Ca)
entonces ter(L(B, Q)) # ter(L(C, Q)).

2. WVA€N) (Vz,y € L(A, GQ)) ter(z) = ter(y)
O

A los lenguajes generados por graméticas lineales con distinguibilidad ter-
minal los denominaremos lenguajes lineales distinguibles por simbolos ter-
minales. La distinguibilidad terminal es una propiedad no trivial de las
gramaticas lineales que resulta decidible tal y como se plantea en el siguiente
resultado.

Lema 5.2. Sea G una gramdtica lineal en forma normal. Es decidible es-
tablecer si G presenta distinguibilidad terminal.

Demostracion.

Partiendo de una gramatica G = (N, X, P, S) lineal en forma normal, para
comprobar si presenta distinguibilidad terminal basta con comprobar si cumple
las dos condiciones enunciadas en la definiciéon 5.4. Veamos si cumple cada
una de esas condiciones por separado.

Para la condicién (1) basta con calcular el conjunto de simbolos terminales
asociados al lenguaje de cada auxiliar, es decir, calcular VA € N ter(L(A, G)).
Este cdlculo se reduce al célculo de simbolos terminales alcanzables desde un
auxiliar en una gramdtica incontextual. Puede consultarse en [33] un algortimo
que lo resuelve. Una vez calculados los terminales de cada auxiliar entonces
comprobar si se cumple la condicién (1) resulta trivial ya que se reduce a
comprobar si la interseccién de dos conjuntos finitos es distinta o no del vacio.

La condicién (2) también se puede comprobar mediante un algoritmo. Para
ello supongamos que, dado el auxiliar A € N, definimos ¥4 = ter(L(A)) =
{ay, -+ ,ap}. Podemos construir expresiones regulares a partir de ¥4 que
den cuenta, de forma selectiva, de las cadenas que se pueden formar con
subconjuntos de 4. Para formar expresiones regulares vamos a definir en
primer lugar para una cadena z = ai---a, las permutaciones de la cade-
na y lo denotaremos por perm(z). A continuacién definiremos la operacién
mezcla(L,ay - -+ ap) = LayLasL--- Lay, L. De esta forma, tomando un sub-
conjunto de simbolos de ¥4 formado por {ai,---,a,} la expresién regular
definida como

Z mezcla({a1,---ap}*,y)

yeperm(ai--ap)
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denota el conjunto de todas las cadenas formadas por los simbolos a1, - , a,
donde siempre aparecen todos los simbolos.
Por otra parte, a partir de G podemos definir para todo simbolo auxiliar
A la gramética G4 = (N4, X4, P4, A), donde el conjunto de auxiliares, las
producciones y el conjunto de terminales se definen a partir de los simbolos
alcanzables desde A y el axioma pasa a ser A. Estd demostrado que la intersec-
cién entre un lenguaje incontextual y un lenguaje regular proporciona siempre
un lenguaje incontextual [33]. Mds atin, se puede construir una gramética in-
contextual que genere el resultado de la interseccién tomando una gramatica
incontextual y una expresién regular. También ha sido demostrado como de-
cidible establecer si el lenguaje generado por una gramatica incontextual es o
no vacio [33]. A partir de los anteriores resultados el algoritmo de la figura
5.2 comprueba si en una gramética lineal se cumple la condicién (2) o no.
O

Entrada : Una gramadtica lineal G = (N, 2, P, S) en forma normal.

Salida : Si si G cumple la condicién (2) de distinguibilidad terminal.
No si G no cumple la condicién (2) de distinguibilidad terminal.

Método :
(1) VA € N se define G4 = (Na, X4, Pa, A), con card(L4) = n.
(2) VM; € P(Z4) : M; ={a1,a2,--- ,a;,} se define
ri = ZyEperm(al---aji) mezcla({a1, - ,a5}",y)
L(Gai) = L(Ga) Nry.

(3) Si existe més de un lenguaje L(G i) # 0 el algoritmo da como
salida No.

(4) En otro caso da como salida Si.

finMétodo

Figura 5.2: Método de comprobacién de la condicién (2) de distinguibilidad
terminal en una gramatica lineal.
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5.3 Definicién de los lenguajes TSDL

A partir de las anteriores definiciones de distinguibilidad terminal y fuerte
determinismo estructural hacia atras se puede establecer una nueva subclase
de lenguajes lineales. Dado que las dos propiedades no son triviales para los
lenguajes lineales, existen algunos lenguajes que las poseen y otros que no.
Incluso el estado de no trivialidad de la distinguibilidad terminal en lenguajes
regulares también se mantiene, por lo que la nueva clase es incomparable en
relacién con los lenguajes lineales pares, con los lenguajes regulares e incluso
con los lenguajes finitos.

Definicion 5.5. Sea G una gramética lineal en forma normal. Diremos que
G es distinguible por simbolos terminales y estructura (TSDL, Terminal and
Structural Distinguishable Linear) si G presenta distinguibilidad terminal y
fuerte determinismo estructural hacia atras. O

Un lenguaje es TSDL si existe una gramatica TSDL que lo genere. A la
clase de los lenguajes TSDL la denotaremos por TSDL.

Podemos dar los siguientes ejemplos de lenguajes TSDL y lenguajes que
no lo son.

Ejemplo 5.3. Los siguientes lenguajes son TSDL:
{a},
{aa™bb™ : n,m > 1},
{a"b" :n> 1}y
{a"b® :n > 1}
dado que podemos obtener graméiticas TSDL que los generen.

Ejemplo 5.4. Los siguientes lenguajes no son TSDL:
{a,b},
{aab} U b*,
{a"" :n>1}U{b"c" :n>1}y
{a"p?® :n > 1} U {b"c?" :n > 1}

Obsérvese que proponemos ejemplos de lenguajes finitos, regulares, lineales
pares y lineales que no son TSDL. En tales lenguajes existen cadenas x e y de
forma que z,y € L(S,G) para cualquier gramética G y ter(x) # ter(y).

O

A la luz de los anteriores ejemplos, podemos establecer que los lengua-
jes TSDL forman una clase de lenguages que intersecta con las clases de los
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lenguajes finitos, regulares, lineales pares y lineales, pero no contienen pro-
piamente a ninguna de ellas. Los ejemplos anteriores son una prueba de que
no se cumple la inclusién propia. En la figura 5.3 se muestra la relacién entre
los lenguajes T'SDL y las clases de lenguajes referidas anteriormente.

Figura 5.3: La clase TSDL en relacion con otras clases de lenguajes formales.

Una relacion de indice finito entre estructuras gramaticales

Una vez definidas las gramaticas TSDL, vamos a plantear una relacién entre los
nodos internos de los esqueletos que producen las mismas. Esta relacién a su
vez propiciard la definicién de un algoritmo de inferencia de gramdticas TSDL
a partir de presentacién positiva estructural, esto es esqueletos de cadenas del
lenguaje.

En primer lugar introduciremos algunos conceptos referidos a la informa-
cién estructural que define un nodo interno de un esqueleto de la gramaética.
Para ello, dado un esqueleto A, denotaremos por resultado(A) al resultado
del esqueleto que es la cadena obtenida al recorrer sus hojas e ir encadenando
los simbolos de izquierda a derecha.

Definicién 5.6. Sea G = (X, N, P, S) una gramética lineal, z € L(G) y sk un
esqueleto consistente con la gramdtica de forma que resultado(sk) = z. Para
cada nodo interno n de sk, la frontera de n es el resultado del subesqueleto
formado al tomar como raiz a n, lo denotaremos por frontier(n). La cabeza
de n se define como la subcadena izquierda del resultado de sk hasta llegar al
nodo n, la denotaremos por head(n). La cola de n se define como la subca-
dena derecha del resultado de sk a partir de la frontera de n, la denotaremos
por tail(n). La informacion contertual de n quedard definida por la tupla
(head(n), frontier(n), tail(n)). O

En la figura 5.4 se muestra un esqueleto de una gramdtica lineal, se in-
dica uno de sus nodos internos, n, y se especifica su informacion contextual.

Obsérvese que para cualquier esqueleto sk y para cualquiera de sus nodos
internos n se cumple que resultado(sk) = head(n) - frontier(n) - tail(n).
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a
a
b .
n frontier(n)=ab
head(n)=a
a tail(n)=ba

b

Figura 5.4: Un esqueleto lineal y la informacién contextual de un nodo interno.

Definicién 5.7. Sea G = (3, N, P, S) una gramética lineal, z € L(G) y sk un
esqueleto consistente con la gramdtica de forma que resultado(sk) = z. Para
cada nodo interno n de sk, la cabeza estructural de n, denotada por headstr(n),
y la cola estructural de n, denotada por tailstr(n), se definen como el resultado
de incluir el simbolo * en head(n) y tail(n) respectivamente para reemplazar
la ausencia de hijos por la derecha o por la izquierda. El simbolo % denota la
ausencia de hijo en los nodos anteriores a n en sk. La informacion estructural
de n quedara definida por la tupla (headstr(n), frontier(n), tailstr(n)). O

En la figura 5.5 se muestra un esqueleto de una gramdtica lineal, se indica
uno de sus nodos internos, n, y se especifica su informacion estructural.

a *
* a
* b
n frontier(n)=ab
headstr(n)=a**
a tailstr(n)=ba*
b

Figura 5.5: Un esqueleto lineal y la informacién estructural de un nodo interno.
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A partir de la definicién de informacién estructural, podemos establecer
una, relacion de indice finito entre los nodos internos de los esqueletos de forma,
que se tome en consideracién la distinguibilidad terminal y el fuerte determi-
nismo estructural hacia atrds. Para ello proponemos la siguiente definicion.

Definicién 5.8. Sea G = (3, N, P, S) una gramdtica TSDL y sea SK(G) el
conjunto de esqueletos de G. Se define la relaciéon ~ entre los nodos internos
de los esqueletos de la siguiente forma

Si n y m son nodos internos de esqueletos de SK entonces n ~ m si al
menos una de las dos siguientes condiciones se cumple

1. frontier(n) = frontier(m)

2. (headstr(n) = headstr(m)) A (tailstr(n) = tailstr(m)) A
(ter(frontier(n)) = ter(frontier(m)))

Denotaremos por = a la clausura reflexiva y transitiva de ~. O

Dada una gramdatica lineal G y un conjunto de esqueletos SK consistente
con la gramatica, denotaremos por Ngg al conjunto de nodos internos de los
esqueletos de SK. A partir de esta definicién se obtiene la siguiente propiedad.

Propiedad 5.3. Sea G = (3, N, P, S) una gramdtica TSDL y SK el conjunto
de esqueletos de la gramitica, entonces = es una relacién de indice finito y
card(Nsg | =) = card(N).

Demostracion.
Basta con demostrar que para todo par de nodos internos n;,n; € Ngg
obtenidos a partir del mismo auxiliar de la gramdtica se cumple que n; = n;.
Para ello, consideremos las posibles situaciones en que se pueden encontrar

n;y n;.

1. n; ~ n; debido a que se cumple una de las dos condiciones de la definiciéon
5.8. En este caso, de forma evidente, n; = n;.

2. n; % n;. Eneste caso existird un nodo interno ny de forma que frontier(n;)
= frontier(ny) y headstr(ny) = headstr(n;), tailstr(ng) = tailstr(n;)
y ter(frontier(ny)) = ter(frontier(n;)). Por lo tanto, n; ~ ny y
ng ~ n; por lo que n; = n;.

Puesto que los nodos internos de SK(G) son todos inducidos por los auxi-
liares de la gramética y, dado que existen card(N) simbolos auxiliares entonces
existirdn en Nggx/ = un total de card(N) clases de equivalencia.
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Obsérvese que card(Ngg/ =) no puede ser estrictamente menor que card(N).
Para que sucediera lo contrario deberian haber dos auxiliares distintos en la
gramdética cuyos nodos internos en los esqueletos se relacionaran. Supongamos
que los citados nodos fueran n; y n;j. Obviamente, n; % n; ya que la gramdtica
es T'SDL y se vulneraria la condicién 1 de la definicién 5.4. Por otra parte, no
puede existir un nodo ny tal que n; ~ ng y ng ~ nj, ya que ese nodo deberia
estar asociado al simbolo auxiliar de n; o de n; y volverfamos a replicar la
argumentacién anterior.

O

5.4 Identificacién en el limite de lenguajes 7SDL

A partir de la definicién de la relacién = proponemos un algoritmo de infe-
rencia que se basa en el calculo de las clases de equivalencia de la relaciéon =
y la posterior obtenciéon de una gramdtica TSDL consistente con los datos.
El algoritmo queda establecido en la figura 5.6. Daremos un ejemplo de su
ejecucién, probaremos su convergencia en el limite a la gramdética objetivo y,
por ultimo, estableceremos la complejidad temporal y espacial del algoritmo.

A continuacién proporcionamos el siguiente ejemplo de aplicacién del al-
goritmo.

Ejemplo 5.5. Tomemos el lenguaje {a’b* : i > 1}. El conjunto de esqueletos
proporcionados al algoritmo como informacion de entrada se muestra en la
figura 5.7 donde aparecen ya enumerados sus nodos internos. La informacién

estructural de los nodos internos se muestra en la Tabla 5.1.

headstr  tailstr  frontier  ter(frontier)
ni1 A A aabbbb {a, b}
n12 a * abbbb {a,b}
nig ax* b abbb {a,b}
ni4 a * * bbx abb {a,b}
nis a * *a *bbx bb {b}
nie | a**xax b bbx b {v}
no1 A A abb {a,b}
92 a * bb {b}
n2g ax* b b {v}

Tabla 5.1. Informacién estructural asociada a cada nodo interno de los esqueletos de
entrada.

Las clases de equivalencia inducidas por = son SK; = {ni1,n21,n14},
SKy = {nis,n23}, SK3 = {na2,n15}, SKy = {n12} y SK5 = {n13}



70 Capitulo 5  Aprendizaje de lenguajes lineales

Entrada : Un conjunto de esqueletos SK = {ski,--- , skn} donde cada esqueleto sk;
es lineal en forma normal y no contiene la etiqueta .

Salida : Una gramatica TSDL G en forma normal donde
(Vsk; € SK) resultado(sk;) € L(G).

Método :

(1) Enumerar los nodos internos de cada esqueleto sk;. El nodo interno n;; es el
j-ésimo nodo interno del i-ésimo esqueleto desde la raiz hasta las hojas.

(2) Calcular la informacion estructural de cada nodo interno
(headstr(ni;), frontier(n;j), tailstr(ng;)).

(3) Calcular la relacién = entre los nodos internos.

(4) Enumerar cada clase de equivalencia SK1,SKs---SK;. La clase de
equivalencia que contiene las raices de los esqueletos se etiqueta con S.

(5) Sustituir cada nodo interno por su clase de equivalencia
(cada esqueleto es transformado en un drbol de derivacién).

(6) Obtener una gramdtica G a partir de los arboles de derivacién. El axioma es S.

finMétodo

Figura 5.6: Método de inferencia de los lenguajes TSDL.

A las anteriores clases les podemos asociar los siguientes simbolos auxiliares
SKi=55Ky=A,5K5 =B,5K3 =C and SKy = D. Asi, la gramdtica de
salida es la siguiente.

S —aA|aC; A— Bb; B— Sb; C— Db D —b

Puede observarse que la gramdtica obtenida genera el lenguaje de partida
{a'b? i > 1}.
O

Una vez comprobado el funcionamiento del algoritmo, vamos a proceder a
demostrar su correccidn, esto es que converge a la gramatica objetivo si se le
proporciona, suficiente informaciéon. En este caso, el protocolo de presentacion
de la informacién es texto estructural. El objetivo es, por lo tanto, demostrar
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rlis No1
a N2 a Nyy
Ny P Ny P
Ny 0 b
a Nis5
Ny P
b

Figura 5.7: Informacién de entrada y enumeracién de los nodos internos.

que el algoritmo propuesto identifica cualquier gramética TSDL en el limite.
La demostracion la basaremos en la existencia de un conjunto caracteristico,
en este caso estructural, que se asocia a cada gramatica TSDL. Daremos un
algoritmo de construccién del citado conjunto mediante el siguiente lema.

Lema 5.3. Sea G una gramdatica TSDL. Existe un conjunto finito de esquele-
tos consistentes con la gramética G tal que si se proporciona como entrada al
algoritmo de inferencia propuesto, éste obtiene como salida una gramatica G’
isomorfa a G.

Demostracion.
Sea G = (N, %, P, S). Para cada simbolo auxiliar A € N, se puede calcular
su informacién estructural minima como sigue:

e Combinar cada A-produccién de la gramdatica tomando las diferentes
derivaciones mas cortas en las que A aparece de forma que S :;> aAp :;>

w con w € X*.

e Construir los arboles de derivacién de acuerdo con las derivaciones an-
teriores.
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e Calcular headstr(A),tailstr(A) y frontier(A) en cada arbol tal y como
se realiza en los esqueletos.

G es SSBD dado que G es TSDL. Por lo tanto, los esqueletos inducidos
por los arboles de derivacién construidos anteriormente tienen la propiedad de
que si los nodos internos n; y n; se etiquetan con diferentes simbolos auxiliares
entonces se cumple que

1. frontier(n;) # frontier(n;), y

2. headstr(n;) # headstr(n;) V tailstr(n;) # tailstr(n;) vV
ter(frontier(n;)) # ter(frontier(n;))

SISZG>C¥1A1/31:G>"'?anAnﬁn?aAﬁ?awﬁyS?alAlﬁl?"'Zg

oy An B :G> aBp :;> aw!f son derivaciones con A # B, entonces ter(w) #

ter(w!) y A # B.

De esta forma, el algoritmo distingue correctamente dos nodos internos
asociados con dos simbolos auxiliares distintos.

Por otra parte, suponiendo que, en el conjunto de esqueletos, dos nodos
internos diferentes n; y nj, sean etiquetados con el mismo simbolo auxiliar,
entonces una de las dos siguientes condiciones debe cumplirse:

1. frontier(n;) = frontier(n;). Esta condicién se deduce del hecho de
que se han seleccionado las derivaciones mas cortas para cada simbolo
auxiliar.

2. dny :n; ~n, A nj~ ng, por lo tanto n; = n;. Este hecho se deduce de
haber obtenido las distintas combinaciones de las producciones de cada
simbolo auxiliar en, al menos, una de las derivaciones.

A partir de las anteriores condiciones podemos afirmar que el algoritmo
relaciona correctamente aquellos nodos internos que denotan el mismo simbolo
auxiliar.

Podemos concluir que si los conjuntos de esqueletos definidos para cada
simbolo auxiliar se proporcionan como entrada al algoritmo de inferencia pro-
puesto entonces cada simbolo auxiliar de la gramdtica estard representado y,
por lo tanto, el algoritmo los distinguira correctamente.

O
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Como consecuencia de la anterior demostraciéon podemos formalizar la con-
vergencia del algoritmo mediante el siguiente resultado.

Teorema 5.2. El algoritmo propuesto identifica en el limite cualquier lenguaje
TSDL si se le proporciona como entrada informacion estructural.

Demostracion.

La demostracién es trivial a partir del resultado demostrado anteriormente.
En el criterio de identificacion en el limite se garantiza la presentacion de cada
esqueleto posible de la gramética. Por lo tanto, a partir de que se complete
el conjunto establecido en el lema 5.3, el algoritmo identificara la gramatica
generadora de la informacién. Es decir, el algoritmo proporcionara como salida
una gramatica isomorfa a la gramdtica objetivo.

El algoritmo, no cambia de hipétesis al anadir nuevos ejemplos al conjunto
definido en el lema 5.3. En ese caso, las clases de equivalencia calculadas no
varian ya que se mantiene informacién estructural equivalente.

O

Para terminar con el estudio de las propiedades del algoritmo vamos a
proceder al andlisis de su complejidad temporal y espacial. Para ello supon-
gamos que el lenguaje objetivo a identificar se define sobre un alfabeto 33,
con card(X) = n. El tamano de un conjunto de esqueletos de entrada SK se
define como el nimero de nodos internos que contiene ya que, en las graméticas
lineales en forma normal, el niimero de nodos internos de un esqueleto coincide
con la longitud de su resultado. Por lo tanto, podemos establecer la siguiente
expresion que define la talla del conjunto SK

|ISK| = Z |resultado(sk;)| = m
sk;€SK

Tomaremos k como la longitud maxima de los resultados de los esqueletos
de entrada.

Podemos establecer la complejidad temporal del algoritmo analizando cada
una de sus operaciones

1. Accién 1. La enumeracion de los nodos internos se realiza leyendo los
esqueletos de entrada una tnica vez. Asi, la complejidad temporal en
este caso es O(m).

2. Accion 2. Como en el caso anterior, la informacion concerniente a la in-
formacién estructural de cada nodo interno correspondiente a headstr(-)
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y tailstr(-) puede establecerse al leer los esqueletos una sola vez. Poste-
riormente, el calculo del resultado de cada nodo interno puede estable-
cerse accediendo de nuevo a cada nodo interno. Luego, en este caso, la
complejidad temporal se establece como O(m).

3. Accién 3. La relacion = se establece mediante la comparacién de la
informacién estructural de cada nodo interno. Por lo tanto se realizardn
un maximo de m X m comparaciones. En cada comparacién intervienen
las cadenas tailstr(-), headstr(-) y frontier(-) que tienen una longitud
méxima k. Por dltimo, ter(frontier(-)) tiene un maximo de n simbolos
por lo que la complejidad total serd, O(m?(k + n)).

4. Acci6én 4. Como en el caso 1, la complejidad temporal serd O(m) dado
que el nimero de clases de equivalencia es menor o igual que m.

5. Accién 5. De nuevo, como en el caso anterior, la complejidad es O(m).

6. Accion 6. Como en los casos 1, 2, 4 y 5, la complejidad temporal es

O(m).

La complejidad espacial toma en consideracién el espacio necesario para
almacenar la informacion estructural de cada nodo interno. Sea [ el nimero
de esqueletos de entrada. El espacio necesario para almacenar la informacién
de un esqueleto sk serd

|resultado(sk)|

oo

=1

Este espacio serd en total O(k?). Asi el espacio necesario para todo el
conjunto de esqueletos es O(k?1).
Podemos formalizar el anterior anilisis mediante el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Sea SK un conjunto de esqueletos proporcionados como en-
trada al algoritmo de inferencia y definidos sobre un alfabeto con n simbolos.
Sea m el tamano de SK, k el tamano maximo de las longitudes de los resulta-
dos de los esqueletos de SK y [ el numero de esqueletos en SK. El algoritmo
propuesto tiene complejidad temporal O(m?(k + n)) y complejidad espacial
O(k?1). O
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5.5 Concatenacién de lenguajes TSDL

El algoritmo propuesto para la inferencia de lenguajes TSDL puede ser facil-
mente adaptado para trabajar con concatenaciones de estos. De esta forma, se
puede ampliar la clases de lenguajes suceptibles de ser inferidos con la anterior
técnica. Asi, en este apartado, el resultado principal serd la identificacién de
una subclase de lenguajes incontextuales no lineales ya que esta clase no es
cerrada bajo concatenacion [29].

Los lenguajes definidos a partir de la concatenacién de un nimero finito
de lenguajes TSDL forman una clase de lenguajes propiamente incluida en la
clase de los lenguajes metalineales [29] que, a su vez, se define como el resultado
de la aplicacién un ntmero finito de veces de las operaciones de concatenacién
y unién sobre lenguajes lineales. Definiremos esta clase de lenguajes mediante
una caracterizacién gramatical como sigue.

Definicién 5.9. Sean Gy = (N1,%1,P1,S51), - ,Gy = (Ny, X, P, Sp) gra-
méticas T'SDL donde N; N N;j = () para cada i # j. Entonces la gramética
G = (N,%,P,S) donde N =N, U---UN,U{S}, ¥ =%2U---UZE,, P=
PlU---UPnU{S%Sng"'Sn}yS¢N1U---UNn es CTSDL. O

Un lenguaje L es CTSDL si se puede generar mediante una graméatica
CTSDL. A la clase de lenguajes CTSDL la denotaremos como CTSDL. La
relacién entre la clase CTSDL y otras clases de lenguajes se muestra en la
figura 5.8.

Lenguajes lineales Lenguajes TSDL

Lenguajes metalineales  Lenguajes CTSDL
Figura 5.8: La clase CTSDL en relacién con otras clases de lenguajes.

Dado un esqueleto CTSDL sk denotaremos por aridad(sk) el nimero de
hijos de su raiz. Es obvio que en una gramitica donde S — S152---S, € P,
entonces para cualquier esqueleto sk obtenido en la misma se cumple que
aridad(sk) = n.

Con el fin de proporcionar un algoritmo de inferencia para la clase de los
lenguajes CTSDL, podemos reducir la inferencia de los mismos a la inferencia
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de los lenguajes TSDL. Es facil de ver, desde el punto de vista estructural, que,
dado un esqueleto CTSDL, los subesqueletos formados a partir de los hijos de
la raiz son todos esqueletos TSDL. Asi, la idea intuitiva es descomponer cada
esqueleto CTSDL en un conjunto de esqueletos TSDL y tratar estos por sepa-
rado. Posteriormente, se puede realizar la concatenacion inicial de los mismos
para obtener gramaticas CTSDL. Proporcionamos la siguiente definicién que
formaliza esta idea.

Definiciéon 5.10. Sea G una gramdatica CTSDL y sk un esqueleto propor-
cionado por la gramética G. Definiremos sk’ como el conjunto {ski,--- ,skn},
donde sk; es el subesqueleto del i-ésimo hijo de la raiz. Se cumple que

resultado(sk) = resultado(sky) - - - resultado(sky,)

O

En la figura 5.9, se muestra un ejemplo de un esqueleto sk y su correspon-
diente conjunto sk'.

sk !
Figura 5.9: Un esqueleto CTSDL sk con su conjunto sk!.

A partir de la descomposicién de esqueletos propuesta, podemos utilizar
el algoritmo de inferencia de lenguajes TSDL para plantear una estrategia
de inferencia de los lenguajes CTSDL. Asi, en la figura 5.10 proponemos un
algoritmo de identificacién de lenguajes CTSDL.

La convergencia del algoritmo a la gramética objetivo y su complejidad
se pueden deducir facilmente a partir de la reduccién propuesta para inferir
lenguajes CTSDL utilizando el método de inferencia de lenguajes TSDL.
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Entrada : Un conjunto de esqueletos CTSDL SK = {ski,--- ,skn} donde
(V1 <¢ < n) aridad(sk;) = k. Ningin esqueleto contiene a la
etiqueta A.
Salida : Una gramética CTSDL G, donde Vsk; € SK  resultado(sk;) € L(G).
Método :
(1) Vsk; € SK obtener el conjunto skt = {ski1,--- , skir}

(2) Vj, 1 <j <k, SK(j) = {ski; € ski | 1 <i <n}

(8) VSK(j) ejecutar el algoritmo para inferir lenguajes TSDL y obtener una
gramadtica G

(4) Construir una gramética CTSDL G a partir de las gramdticas G1,--+ , G
tal y como se especifica en la definicién 5.9

finMétodo

Figura 5.10: Método de inferencia para la clase CTSDL.

5.6 Reversibilidad en lenguajes lineales

Nos proponemos en esta seccion y la siguiente abordar la identificacién de
nuevas clases de lenguajes aplicando las reducciones y algoritmos que hemos
propuesto hasta ahora. En primer lugar veremos cémo a partir de la infor-
macién estructural que definen las gramaticas lineales podemos dar cuenta de
subclases de lenguajes que presentan reversibilidad en el mismo sentido que en
los lenguajes regulares. Esta linea de actuacion es similar a la que en su mo-
mento siguieron Koshiba, Makinen y Takada referida a los lenguajes lineales
pares [40]. De hecho, el planteamiento que haremos serd transformar la in-
formacién estructural que proporcionan las gramaticas lineales en cadenas de
lenguajes lineales pares que se han caracterizado por presentar reversibilidad
en el trabajo citado anteriormente.

Conceptos basicos acerca de lenguajes reversibles

En primer lugar vamos a proporcionar conceptos basicos sobre reversibilidad
relativa a los lenguajes regulares. Seguiremos fundamentalmente el trabajo de
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Angluin [4].

Definiciéon 5.11. Un autémata A diremos que es O-reversible si y sélo si A y
A" gon deterministas. O

A continuacién generalizaremos el concepto de k-reversibilidad, toman-
do las definiciones proporcionadas por Angluin [4]. Dado un autémata A =
(Q,%,0,I,F) y un estado ¢ € @, fijado un valor k > 0, diremos que la cade-
na u, con |u| =k, es un k-sucesor (k-predecesor) del estado ¢ si d(q,u) # 0
(67 (q,u™) # (). El autémata A diremos que es determinista con antici-
pacion k si 'y sélo si para todo trio de estados ¢1, g2 v g3 y para todo simbolo
a, si q1,q2 € 6(q3,a), 0 q1,q2 € I, entonces no existe ninguna cadena que sea
un k-sucesor de ¢; y de go.

Definiciéon 5.12. Un autémata A diremos que es k-reversible si y sélo si A
es determinista y A" es determinista con anticipacién k. O

Un lenguaje L es k-reversible si existe un autémata finito k-reversible que
acepta L.

A partir de la definicién de buenos finales de una cadena en un lenguaje
se puede proporcionar una caracterizacién de los lenguajes k-reversibles tal y
como sigue.

Propiedad 5.4. Un lenguaje L diremos que es k-reversible, para cualquier
valor k& > 0, si se cumple que Yuj,uz,v € ¥* con |v| = k si (uyv)~'L N
(ugv) 'L # 0 entonces (u1v) 'L = (ugv) L. O

Denotaremos por REV(k) a la familia de los lenguajes k-reversibles y por
REV a la familia de lenguajes reversibles en general. Es decir REV es la union
(infinita) de las familias REV (k) para cualquier valor £ > 0. Son evidentes las
siguientes inclusiones de acuerdo con la jerarquia de Chomsky

Vk >0 REV(K) C REV C REG

Teorema 5.4. (Anluin [4]) Sea k£ un entero no negativo (k > 0). Se cumplen
las siguientes afirmaciones:

1. REV(K) C REV(E +1).
2. REV(k) es cerrada bajo la interseccién dos a dos.
3. REV no es cerrada ni bajo unién ni complementario.

4. REV no es cerrada bajo concatenacidn.
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5. REV no es cerrada bajo clausura de Kleene.

6. REV(k) es cerrada bajo reverso.

Reversibilidad estructural

En primer lugar, estableceremos una reduccién de los lenguajes lineales a
los lenguajes lineales pares. Obsérvese que, en la definicién 5.7, ya se ha
introducido el tipo de transformacién necesaria para obtener a partir de una
gramadtica lineal otra gramdtica lineal par asociada a ella que presenta una
serie de caracteristicas que mostraremos mas tarde. Formalizaremos este tipo
de reduccién mediante la siguiente definicion.

Definicién 5.13. Sea G = (X, N, P, S) una gramética lineal en forma normal.
Definiremos la gramatica lineal par estructuralmente asociada a G como la
gramdtica Gy, = (X U {x}, N, Ps,,S), donde x ¢ X y Py, se define como
sigue

1. Si A — aB € P entonces A — aBx € Py,
2. Si A — Ba € P entonces A — xBa € Py,
3. Si A—a€ P entonces A — a € Py,

O

Obsérvese que existe un homomorfismo A : ¥ U {*} — £* definido como
Va € ¥ h(a) = a y h(x) = X de forma que, de acuerdo con la anterior defini-
cién, se cumple que h(L(Gsr)) = L(G). A partir de la gramdtica G y del
homomorfismo h podemos definir el concepto de reversibilidad estructural en
los lenguajes lineales.

Definiciéon 5.14. Sea G una gramitica lineal en forma normal y Gy, su
gramatica lineal par estructuralmente asociada. Diremos que G es k-reversible
estructuralmente sii G, es LRS(k) de acuerdo con la definicién 4.4. O

Un lenguaje lineal L diremos que es k-reversible estructuralmente si existe
una gramadtica en formal normal k-reversible estructuralmente que lo genere.
A la clase de lenguajes lineales k-reversibles estructuralmente la denotaremos
mediante LZN epstr (k).

Dado que nuestro objetivo es utilizar muestra estructural para formalizar
un algoritmo de inferencia, procederemos a establecer la transformacién que
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Entrada: Un conjunto finito de esqueletos SK

Método:
S=10
Vsk € SK

S = S U {cadenastr(sk)}

H = Aprsk)(S)
Salida: h(H)

Figura 5.11: Un método de inferencia para lenguajes de LIN epstr (k)

nos permita obtener, a partir de esqueletos de una gramatica lineal, cadenas
de su gramadtica lineal par estructuralmente asociada. Para ello utilizaremos
la siguiente transformacion.

Definicion 5.15. Sea sk un esqueleto generado por la gramditica lineal
en forma normal G. Seleccionemos el tinico nodo interno de sk que con-
tiene un solo hijo (que serd terminal) y que denotaremos por n.. Definimos
cadenastr(sk) = headstr(n.) - frontier(n.) - tailstr(n.). O

Es facil ver que si sk es generado por una gramatica lineal en forma nor-
mal G entonces cadenastr(sk) pertenece al lenguaje de la gramdtica lineal
par estructuralmente asociada Gg,. A modo de ejemplo, si consideramos el
esqueleto sk de la figura 5.5 entonces cadenastr(sk) = a * *ab * bax.

Podemos ahora establecer un algoritmo de inferencia para los lenguajes
de la clase LIN jepstr (k) tomando como fuente de informacién esqueletos de
la gramética objetivo. El algoritmo se basa en la transformacién de los es-
queletos de entrada en cadenas estructurales y en la posterior obtencién de
una gramdtica lineal par asociada a los mismos. Denotaremos por Ay ps(x)
al algoritmo de inferencia de lenguajes lineales pares establecido en [40]. El
esquema de aprendizaje se muestra en la figura 5.11.

En el método planteado, utilizamos la transformacién cadenastr(-) y el ho-
momorfismo h definidos anteriormente. Obsérvese que, finalmente, el método
proporciona como salida una gramatica lineal a partir de la transformacion
h(#H) que consiste en aplicar el homomorfismo h sobre la gramdtica H me-
diante métodos bien conocidos [33].

La identificacion en el limite de los lenguajes de la clase LIN peysir (k) se
deduce a partir de la reduccién planteada y del resultado de convergencia de
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la clase LRS(k) demostrada en [40]. Formalizaremos este resultado mediante
el siguiente teorema.

Teorema 5.5. La clase de lenguajes LZN eyt (k) es identificable en el limite
a partir de texto estructural.

Demostracion.

Tal y como se ha formulado el método de inferencia, la identificacién en el
limite de la clase de lenguajes bajo estudio queda garantizada a partir de los
siguientes hechos

1. La clase de lenguajes LRS(k) es identificable en el limite a partir de
texto [40].

2. Si la gramdtica que actia como fuente de informacién es LZN repstr (k)
entonces las cadenas obtenidas mediante cadenastr(-) pertenecen a su
gramdtica lineal par estructuralmente asociada que, a su vez, es LRS (k).

3. La transformacién h obtiene la gramaética lineal que, originalmente, ac-
tué como fuente de informacién si la cantidad de informacién de entrada
es suficiente para garantizar la convergencia.

A partir de las observaciones realizadas, trivialmente se comprueba la ve-
racidad del enunciado propuesto.
O

5.7 Explorabilidad local en lenguajes lineales

Al igual que hemos planteado en el anterior capitulo distintas formas de ex-
plorabilidad local relativa a los lenguajes lineales pares, en este apartado pro-
cederemos a hacer una aproximaciéon similar con respecto a los lenguajes li-
neales. De esta forma, definiremos algunas subclases de lenguajes lineales que
presentan explorabilidad local y cuya identificacién en el limite queda garan-
tizada a partir de reducciones a clases de lenguajes inferibles mediante texto.

En este caso, nuestro planteamiento serd idéntico al realizado anterior-
mente con respecto a la reversibilidad. Al utilizar como fuente de informacién
las cadenas estructurales de la gramdtica a identificar, utilizaremos de nuevo
los conceptos ya definidos en la anterior seccidn.
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Explorabilidad estructuralmente local en lenguajes lineales

Partiremos de los conceptos de gramatica estructuralmente asociada y del
homomorfismo h que hemos definido anteriormente. A partir de ellos podemos
definir varias subclases de lenguajes lineales en funcién de las caracteristicas
de explorabilidad local definidas con respecto a los lenguajes lineales pares en
el capitulo 4.

Definiciéon 5.16. Sea G una gramitica lineal en forma normal y Gy, su
gramdtica lineal par estructuralmente asociada. Diremos que L(G) es

1. localmente explorable por estructura sii L(Gsy) € LTgcre de acuerdo
con la definicién 4.12.

2. localmente explorable en sentido estricto por estructura sii L(Ggy) €
LT SSer,p de acuerdo con la definicién 4.12.

3. localmente explorable sincronizado bipartido por estructura sii L(Gg,) €
LT SHSe, - de acuerdo con la definicién 4.13.

4. localmente explorable no sincronizado bipartido por estructura sii L(G ;) €
LTNSHSes, de acuerdo con la definicién 4.14.

O

A las cuatro clases de lenguajes definidas anteriormente las denotaremos
respectivamente por LT zzns7, LT SScrnsT, LTSHSconsTy LTNSHS 1M ST-

Al igual que hemos planteado en la anterior seccion, podemos formular al-
goritmos o esquemas de aprendizaje basdndonos en los algoritmos ya plantea-
dos sobre lenguajes lineales pares y las transformaciones sobre la informa-
cién estructural. Asi, si denotamos por Arr,,,, ALTSSpL.s ALTSHSEL, Y
ArrNsHS,,,, & los algoritmos de aprendizaje especificados en el capitulo 4,
podemos formular el esquema de aprendizaje de lenguajes lineales con ex-
plorabilidad estructuralmente local. El esquema genérico de aprendizaje lo
mostramos en la figura 5.12

Obviamente, la identificacién en el limite de los distintos lenguajes lineales
con explorabilidad estructuralmente local se deduce a partir de las transfor-
maciones realizadas sobre la informacién de entrada y la convergencia en el
limite de los algoritmos de aprendizaje para lenguajes lineales pares que ha
sido demostrada en el capitulo 4. Formalizaremos este resultado mediante el
siguiente teorema.
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Entrada: Un conjunto finito de esqueletos SK
Método:

S=10

Vsk € SK

S = S U {cadenastr(sk)}

H= AL

alternativamente H = Arrss,,,

alternativamente H = Arrsmsy,;

alternativamente H = ALTNSHSELL
Salida: h(H)

Figura 5.12: Método de inferencia para lenguajes lineales con explorabilidad
estructuralmente local

Teorema 5.6. Las clases de lenguajes LT zns7, LTSScznvsT, LTSHScIN ST
y LTNSHS:7xsT son identificables en el limite a partir de texto estructural.

Demostracion.

La demostracion es similar a la establecida en el Teorema 5.5 con la
salvedad que la garantia de convergencia en el limite se establece a partir
de los resultados del capitulo 4.

O

5.8 Conclusiones y problemas abiertos

En el presente capitulo hemos introducido la informacién estructural como
fuente de informacién para el aprendizaje de lenguajes lineales. La justificacién
de este protocolo para el intercambio de informacién se establece a partir de los
problemas sobre lenguajes lineales cuya resolucién se ha demostrado con una
elevada complejidad o inexistente. En el momento de escribir esta memoria el
autor no conoce ningin método que permita identificar en el limite a la clase
de los lenguajes lineales a partir de muestra completa, exceptuando el método
puramente enumerativo y, por lo tanto, exponencial.

Los rasgos que hemos definido para caracterizar las distintas clases de
gramdaticas objeto de nuestro estudio han sido siempre referidas a la estruc-
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tura y se resumen en fuerte determinismo hacia atrds, fuerte determinismo
estructural hacia atrds, distinguibilidad terminal y estructural, reversibilidad
estructural y explorabilidad estructuralmente local. En todos los casos se han
presentado algoritmos que identifican eficientemente las clases de gramdticas
correspondientes.

Podemos establecer unas lineas de actuacién que, a juicio del autor, mere-
cen la pena considerarse para futuros trabajos. Las resumimos como sigue.

e Las clases de lenguajes que han sido definidas a lo largo del capitulo no
han sido estudiadas. Sus propiedades, relaciones entre si y caracteriza-
ciones algebraicas deben ser analizadas y formalizadas. De igual forma,
se deberian analizar las relaciones con otras clases de lenguajes que han
definido distintos autores que se han referido a lo largo de este capitulo.

e La importancia que ha suscitado la informacién estructural como fuente
de informacién deberia impulsar una reflexién més profunda acerca de
la Identificacion estructural en el limite.

e En relacién con el punto anterior, todas las clases de lenguajes que se
han definido son identificables con informacién estructural positiva. Una
cuestiéon natural que aparece repetidamente en cuanto a la inferencia
gramatical es la que hace referencia a la relacién entre las muestras
negativas y las muestras estructurales y cudndo se pueden sustituir unas
por otras. Los lenguajes lineales pueden ser un buen campo de estudio
para analizar esta relacién en profundidad.

e Al igual que sucedia en el capitulo 4, se deberian estudiar nuevas va-
riantes de explorabilidad local.



Capitulo 6

Complejidad de los lenguajes
lineales

En este capitulo nos proponemos analizar otro aspecto de los lenguajes lineales
distinto al de su identificacién como es el de su complejidad descriptiva. La
complejidad descriptiva, a diferencia de la complejidad computacional, con-
siste en el andlisis de la cantidad de informacion necesaria para describir un
conjunto de conceptos formales que, en nuestro caso, toma la forma de una
clase de lenguajes. Obsérvese que la complejidad computacional es una me-
dida dindmica que permite analizar el consumo de recursos necesarios para
reconocer o procesar un lenguaje, mientras que la complejidad descriptiva es
una medida estdtica que no considera procesos computacionales al margen de
la propia descripcién de los objetos.

Son muy variadas las propuestas que se han hecho acerca de las medidas
descriptivas de algunas clases de lenguajes formales. Por ejemplo, si se trabaja
sobre subclases de lenguajes regulares, entonces medidas descriptivas de las
mismas pueden ser el tamano de los autématas que las caracterizan (como una
funcion de la longitud de las cadenas hacia el niimero de estados), o el tamano
de los semigrupos que definen las clases bajo estudio.

Es importante diferenciar este tipo de medidas con otra complejidad des-
criptiva como es la complejidad de Kolomogorov [41]. La complejidad de Kol-
mogorov liga la descripcién de los objetos a programas que sean capaces de
representarlos. Por lo tanto, se asume que todo objeto que admite una com-
plejidad de Kolmogorov acotada admite también un programa que lo describe.
En este capitulo detallaremos sucintamente la complejidad de Kolmogorov de
los lenguajes lineales pero, previamente, haremos un andlisis en torno a algu-
nas descripciones admisibles para dicha clase de lenguajes.

85
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Ademds de las anteriores medidas, analizaremos también otra medida de
complejidad computacional como es la complejidad de reverso [9]. La expli-
cacién de por qué este analisis se justificard de nuevo a partir de las descrip-
ciones realizadas sobre los lenguajes lineales que nos servirdn como punto de
reflexién acerca de algunas caracteristicas exclusivas de esta clase de lenguajes.

6.1 Expresiones regulares

Nuestro punto de partida para analizar la complejidad descriptiva de los
lenguajes lineales es proporcionar un mecanismo descriptivo alternativo al
que proporcionan las gramdticas lineales, los automatas de pila o cierto tipo
de maquinas de Turing restringidas. En este caso, nos proponemos propor-
cionar un formalismo similar al de las expresiones regulares que describen a los
lenguajes regulares. A lo largo del tiempo, han sido numerosos los formalismos
similares que se han aplicado para describir ciertas clases de lenguajes. Asi,
Yokomori [77] propuso una extensién de las expresiones regulares para definir
lenguajes de contexto libre para su posterior inferencia inductiva. Hashiguchi
y Yoo [30, 78, 31] definieron expresiones regulares para la caracterizacién de
ciertas clases de lenguajes regulares estrella acotados. Gruska [28] introdujo
el operador de iteracion de simbolos para obtener cierto tipo de expresiones
que caracterizaban los lenguajes incontextuales. Finalmente, podemos citar a
Yntema [76] que mediante operadores distintos al de Gruska también obtuvo
cierto tipo de expresiones que describian los lenguajes incontextuales.

Bajo nuestra aproximacion a los lenguajes lineales, en primer lugar recor-
daremos algunas definiciones y resultados relacionados con las expresiones
regulares que se pueden consultar en [8, 65].

Las expresiones regulares forman un lenguaje donde cada cadena denota a
su vez un lenguaje regular que puede coincidir o no con el de otras cadenas.
Este tipo de formalismo para expresar los lenguajes regulares sistematizan la
definicion de los mismos y proporcionan métodos de resolucién para los pro-
blemas de andlisis (obtencién del lenguaje aceptado por un autémata finito)
y sintesis (obtencién de un autémata finito aceptor de un lenguaje dado).

A continuacién, proporcionaremos algunas nociones que se centran basica-
mente en la relacién entre las graméticas regulares (o los autématas finitos) y
las expresiones regulares.

Definicién 6.1. Sea X un alfabeto que no contiene los simbolos ( y ) (paréntesis).
Una expresién regular sobre ¥ se define de forma inductiva como sigue

1. @ y X son expresiones regulares,
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2. para todo simbolo a € 3., a es una expresion regular,
3. si r es una expresion regular entonces (r) también lo es,

4. sean r y s expresiones regulares, entonces r + s, rs y r* son expresiones
regulares.

Sélo son expresiones regulares las definidas en los puntos anteriores.
O

Obsérvese que cualquier expresién regular r definida sobre X define un
lenguaje que lo denotaremos por L(r) y que queda establecido por las si-
guientes reglas

1. L(D) es el lenguaje vacio,
2 L) = {A),
3. Ya € ¥, L(a) = {a},

4. L((r)) = L(r),
5. L(r +s) = L(r) U L(s),
6. L(rs) = L(r)L(s),

7. L(r*) = (L(r))".

Esta demostrado formalmente que una expresion regular denota un lengua-
je regular y viceversa. En concreto se refiere al problema de sintesis como el
problema de encontrar una gramdtica regular (autémata finito) equivalente
a una expresion regular y al problema de andlisis como el problema inverso,
es decir encontrar una expresién regular equivalente a una gramética regular
(autémata finito).

A lo largo del tiempo se han proporcionado distintas soluciones al problema
de sintesis como los expuestos en [38] y [7] y mds recientemente la propuesta
de Hromkovié et al. [34]. De todas las soluciones expuestas, en este capitulo se
tratard el método de las derivadas formales [7] con el propésito de adaptarlo
a las expresiones lineales que se propondran mas adelante. A continuacién se
define un concepto basico relacionado con este método.

Queda demostrado por el teorema de Nerode que, dado un lenguaje regular
sobre el alfabeto ¥, el niimero de conjuntos distintos de buenos finales respecto
del lenguaje regular, obtenidos sobre todas las cadenas del alfabeto, es un
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nimero finito. De igual forma, a partir de los conjuntos de buenos finales
se puede obtener un autémata finito determinista equivalente a la expresién
regular tal y como se muestra en [7]. El método es conocido como el de las
derivadas formales.

Por otra parte, el problema de andlisis también ha recibido distintas solu-
ciones, entre ellas las expuestas en [8]. En concreto, existe un método a partir
de sistemas de ecuaciones lineales que permite asociar expresiones regulares
a las soluciones del sistema y, por lo tanto, al lenguaje de la gramética re-
gular (autémata finito) tal y como puede verse en [8]. Este método, al igual
que el planteado para el problema de sintesis también serd adaptado para ser
aplicado a la extensién que se propondra sobre las expresiones regulares.

6.2 Expresiones lineales

Partiendo de las definiciones anteriores, en este apartado veremos una exten-
sién de las expresiones regulares para definir los lenguajes generados por las
gramaticas lineales. Esta extensién podra ser aplicada a los lenguajes regu-
lares como caso particular. A lo largo de esta seccién se irdn proporcionando
definiciones y resultados que facilitardn la posterior propuesta de métodos para
la resolucién de los problemas de sintesis y andlisis asociados a los lenguajes
lineales.

El planteamiento de este tipo de expresiones implica, entre otras ventajas,
las siguientes

1. Se elimina ambigiiedad en la definicién de los lenguajes lineales (no asi
en las gramdticas que los generan).

2. Se proporcionan métodos similares para los problemas de sintesis y
andlisis trasladados a graméticas lineales.

3. Se explicita la estructura gramatical del lenguaje, es decir, las expre-
siones no solo definen las cadenas de un lenguaje sino su forma de
derivacién en una gramatica.

Con un dnimo de simplificacién en el formalismo, trabajaremos con graméa-
ticas lineales en forma normal sustituyendo las producciones del tipo A — a
por producciones A - aBy A — A

Definicién 6.2. Sean A = {ay, a2, - ,ap,} y X = {by,be, - , by} dos alfa-
betos. Se define el alfabeto A indexado por ¥ y se denota por Ay como el
conjunto {albl ) a1b2 y T 7a’1bm y T 70%1,1 y T 7anbm} U
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Tal y como se apunté anteriormente se propone para cualquier lenguaje
lineal la siguiente forma normal en la gramdtica que lo genera

1. A—»aB|Badonde A\ BE Nya€eX
2. A—-Xdonde Ae N

Podemos ahora introducir el tipo de alfabetos indexados que daran lugar a
los lenguajes lineales. En este caso, el conjunto de indices se reduce a sélo dos
elementos, Ly R, que definirdn respectivamente el tipo de producciones que
apareceran en las gramaticas, esto es respectivamente lineales por la izquierda
(R) y lineales por la derecha (L). Veamos en primer lugar, cémo se puede
obtener un lenguaje sobre un alfabeto si se proporciona su definiciéon a partir
de una indexacién sobre el mismo.

Definicién 6.3. Sea X un alfabeto y A = X ). Dada una cadena z sobre
el alfabeto A se define la imagen de z en X, y se denota por imy(x), mediante
las siguientes reglas

1. Siz = )\, entonces imx(A) = A.
2. Six =ar-w, conw € A*, entonces imy(ar - w) = a- imy(w)
3. Siz =ar-w, con w € A*, entonces imyx(ar - w) =imx(w) - a

Por extension, si L C A* entonces imy (L) = {imx(z) : z € L}.
O

Pasamos a dar ahora una definicién de expresiones regulares extendidas,
que denominaremos expresiones lineales.

Definicion 6.4. Sea ¥ un alfabeto y A = X7 ). Una expresion lineal sobre
A se define inductivamente a partir de las siguientes reglas.

1. @ y X son expresiones lineales,
2. para todo simbolo a € ¥, ar, y ar son expresiones lineales,
3. si r es una expresién lineal, entonces (r) también lo es,

4. sir y s son expresiones lineales entonces r + s, s y r* son expresiones
lineales.

Sélo son expresiones lineales aquellas que sigan las reglas anteriormente
enunciadas. O
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Obsérvese que la definicién 6.4 coincide con la definicién 6.1. Esto es
porque podemos definir cualquier expresion lineal r como una expresion regular
sobre E}‘ L.R}" Como consecuencia logica de la concordancia de las definiciones,
toda expresion lineal r denota un lenguaje regular sobre X, gy que se denota
por L(r). Por otra parte, toda expresién lineal r denota un lenguaje que, en
principio, puede no ser regular. Este lenguaje al que aludimos es el denotado
por imyx(r) y queda definido por las siguiente reglas

1. imx(0) es el lenguaje vacio,

2. ims(A) = {A},

3. Ya € ¥, imx(ar) =imx(ar) = {a},

4. imx((r)) = imx(r),

5. imx(r 4+ s) =imx(r) Uims(s),

6. ims(rs) = {ims(zy) : = € L(r),y € L(s)},

7. imx(r*) = {A\} Uimx(rr*)

Obsérvese que para cualquier expresion lineal r, los lenguajes L(r) e imy(r)

son diferentes.

Ejemplo 6.1. La expresion lineal (apbrbpr)* denota el lenguaje lineal no
regular definido por el conjunto {a’b* : i € N}.
La expresion lineal (arar + brbg)* denota el lenguaje lineal no regular
{ww" : w € (a+b)*}.
[l

Sintesis de expresiones lineales

En primer lugar, a través del siguiente teorema, podemos establecer la co-
rrespondencia entre las expresiones lineales y los lenguajes lineales. Damos
solucién de esta forma al problema de sintesis de expresiones lineales, es decir,
establecemos un procedimiento que, dada una expresién lineal nos permite
obtener una gramatica lineal equivalente.

Teorema 6.1. Sir es una expresion lineal sobre el alfabeto indexado Xz, ry
entonces imy(r) es un lenguaje lineal.

Demostracion.
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La demostracién se realizard por induccién sobre el niimero de operadores
que aparecen en la expresién lineal, de forma similar a como se plantea el
teorema de Kleene para expresiones regulares [38]. En este caso, se obtendrd
una gramatica lineal en forma normal para cada expresién

e Base de induccion

Si r = () entonces la gramética lineal ({S}, %, 0,5) define imx(0) = 0.

Si r = X entonces la gramdtica lineal ({S},%,{S — A},S) define el
lenguaje imy (A) = A.

Va € ¥ si r = ar, la gramatica lineal se corresponde con la tupla

({S,A},{a},{S — ad; A — A}S).

Va € ¥ si r = ap, la graméatica lineal que se propone es la siguiente
({S, A} {a}, {S = Aa; A — AL S).

e Hipotesis de induccion

Sea r una expresién lineal que contiene como miximo n operadores
de unidén, concatenacién o clausura con n > 0, entonces existe una
gramética lineal G, cuyo lenguaje es imx(r).

o Paso de induccion

Sea t una expresién lineal que contiene n 4+ 1 operadores de unién, con-
catenacién o clausura. Veamos las distintas posibilidades que pueden
plantearse en la expresion ¢

1. t =r+s, siendo r y s expresiones lineales que tienen como maximo
n operadores. En este caso, por hipétesis de induccién, existen
gramdticas lineales G, = (N, 3%, P.,S;) y Gs = (Ns, %, P, Ss) que
denotan los lenguajes imyx(r) e imy(s) respectivamente. Se puede
asumir sin restar generalidad al resultado que N, N Ny = (). En
este caso, se puede comprobar ficilmente que la gramatica Gy =
({S:}UN, UN;, X, P, S;), donde el conjunto P se define de la forma

P={S—a:S -acP}U{S,—p:Ss— p€P;}UP,UP;,

genera el lenguaje imx(r) Uims(s) = imx(t).
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2. t =rs, siendo 7 y s expresiones lineales que tienen como maximo n
operadores. Al igual que en caso anterior, por hipétesis de induc-
cién, las gramdticas lineales G, = (N,, 2, P, S;) y G5 = (N, 2, Ps, Ss)
denotan los lenguajes imyx(r) e imx(s) respectivamente. De igual
forma, se puede asumir que N, N N; = (). Se propone la gramdtica
Gy = (N, UNg, X, PLUPs, S,) que genera imy(t) = imyx(rs). En la
gramética propuesta, P/ se define por las siguientes reglas

— Si A — aB € P, entonces A — aB € P}.
— Si A — Ba € P, entonces A — Ba € P}.
— SiA— X € P, entonces Va: Sy > a € Ps A— a € P/

3. t = r*, siendo r una expresién lineal que tiene como maximo n
operadores. De nuevo, por hipétesis de induccién, la gramatica
lineal G, = (N,, %, P, S;) denota el lenguaje imyx(r). Se propone
la gramdtica Gy = (N,, X, P, U{S, — A} U P/, S,) para generar
imx(t) = imx(r*). Aqui, P/ se define por el conjunto

{A=a:(A=>AXeP)AN(S, > a€P)}
O

Ejemplo 6.2. A partir de la construcciones propuestas en el anterior teorema,
vamos a proporcionar una gramatica para el lenguaje denotado por la imagen
de la expresiéon (apbrbr)*. La gramatica se definird por pasos, segiun las
operaciones que se apliquen en cada momento

1. ag,
S—aA A— A\

2. bp
S — A'b A — A
3. arbr
S—aA A— A
A =)
S — A'b

Esta ultima produccién la podemos eliminar por resultar inutil.
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4. ar,brbgr
S—aA A— A'b
A — A" A" = A
SII N Allb
Al igual que en el caso anterior, esta 1ltima produccién se elimina por
resultar inutil.
5. (aLbRbR)*
S—aA|XN A= Ab
A= A" A" - X aA

Fécilmente, se puede comprobar que la iltima graméatica genera el lenguaje
{a’b?* : i € N}, que es la imagen de la expresién lineal propuesta. O

Otro algoritmo de sintesis

Una vez resuelto el problema de sintesis de expresiones lineales, proporcionare-
mos un método distinto de resoluciéon basado en el método de las derivadas
formales [7]. Se procederd, en primer lugar, a dar las reglas de derivacién de
las expresiones lineales respecto de simbolos. Posteriormente, se extenderdn
las reglas para la derivacion respecto de cadenas y se propondrd un método
de construccién de graméticas lineales a partir de las derivadas calculadas
previamente.

Definicion 6.5. Sea ¢ una expresién lineal sobre Z’EL Ry Y Sea a € 3. Se

define la derivada de ¢ respecto de ay,, denotdndolo por agl(t), mediante las
siguientes reglas.

L oa; ' (0) =0
2. a;'(\) =0

1 A st a=b
3 ap (bL)_{ 0 si a#b
4. Va,b €Y a;'(br) =10
5 a;'(r+s)=a;*(r) +a;'(s)

6. a;'(rs) = a;'(r)s + d(r)a;'(s) donde d(r) = { 3 sboAer

si Aér
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7. a ' (r*) = a;t(r)r*

De igual forma se define la derivada de t respecto de ag, denotandolo por
ag'(t), mediante las correspondientes reglas

1. a;zl(@) =0

2. apt(\) =0

3. Va,be X ap'(by) =0
—1 . A si o a=b

4. an (bR)_{V) si a;«éb

5. ap'(r+s) =ax'(r) +az'(s)

6. ap'(rs) = ap'(r)s +d(r)ay'(s) donde d(r) = { 8\ sioAer

si A¢r
7. ap(r) = ap'(r)r*

O

A partir de las anteriores reglas, la extensién de las derivadas respecto de
cadenas del alfabeto X7, gy se proporciona mediante la siguiente definicién

Definicién 6.6. Sea ¢ una expresion lineal sobre ¥y gy y sea z € ZfL R}

Se define la derivada de t respecto de x, denotdndolo por z~!(¢), mediante las
siguientes reglas

L AYt) =t

O

A partir del anterior cdlculo de derivadas se propone una construccién para
la gramdtica equivalente a una expresion lineal dada. Si ¢ es una expresion
lineal sobre el alfabeto X7 gy, entonces denotaremos por D(t) al conjunto
de los conjuntos de buenos finales de las cadenas del alfabeto respecto de
la expresién lineal. Este conjunto es finito ya que, en definitiva, ¢ es una
expresion regular sobre el alfabeto indexado. La construccion de la gramatica
lineal equivalente a la expresion se define de la siguiente forma
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G=(N,%,P,S)
N=D()
=271
Psed

efine mediante las siguientes reglas, siendo x € 37 (LR}
L z7'(t) = a- (apz)~ ' (t)
2. z71(t) = (agz) (t) - a

3. Si A € x7Y(t) entonces z7L() — A

Ejemplo 6.3. Dada la expresién regular (ar,brbr)* se procede a calcular el
conjunto de derivadas respecto de las cadenas sobre el alfabeto {a, b}{ L,R}

)\71( aLbRbR)*) (aLbRbR)

Y(arbrbr

*

(
(

az L (aL)bRbR(aLbRbR) RbR(aLbRbR)*

*

(
b7 (
N
(

=b
7' (ar)brbr(arbrbr)* =0
»'(ar)brbr(arbrbr)* = 0
by’ (a1)brbr(arbrbr)* =0
=a;'(br)br(arbrbr)* =0
= by, (br)br(arbrbr)* =0
= ag' (br)br(arbrbr)* =0
=b,' (br)br(arbrbr)* = br(arLbrbr)*
=0
=0
=0

(arbrbr

*

a;z (aLbRbR

)") =
)")
)") =
)") =

b (GL brbr)*

. = azl(bR)(aLbRbR)
=b,'(br)(arLbrbr)*
= ay' (br)(arbrbr)*
= b, (br)(arLbrbr)* = (arbrbr)*

A partir de las anteriores derivadas la gramética equivalente a la expresion
es la siguiente tomando los siguientes simbolos auxiliares S = A\~ ((arbrbgr)*),
A=ay'((arbrbr)*) y B = (arbr)~"((arbrbr)*)

S—aA|N A—Bb B—Sb
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Analisis de expresiones lineales

A continuacién se procederd a dar una solucién al problema de andlisis que
es el inverso al enunciado anteriormente. Esto es, dada una gramaética lineal
encontrar la expresion lineal cuya imagen denote el lenguaje de la gramética.
El esquema a seguir serd la reducciéon de la gramatica lineal a una regular y su
posterior resolucién con métodos ya conocidos. Para llevar a cabo la reduccién
necesaria se procede a dar la siguiente definicién

Definicién 6.7. Sea G = (X, N, P, S) una gramética lineal en forma normal.
Definimos la gramatica eztendida reqular de G y lo denotamos por G, como
la tupla (X7, gy, N, P', S), donde P’ se define a partir de las siguientes reglas

1. SiA— \€ P entonces A -\ € P’
2. SiA— aB € P entonces A = a; B € P’
3. SiA— Ba € P entonces A — agrB € P’

O

Lema 6.1. Sea G una gramadtica lineal en forma normal y G, la gramdtica
extendida regular de G, entonces x € L(G,) si y solo si imy(z) € L(G)

Demostracion.
En primer lugar, veremos que z € L(G,,) implica que imyx(x) € L(G). La
secuencia de derivacion de x en G, tomard la siguiente forma

07 07 Qn_—1 o
S :$ £E1A1 :g 1715132142 o g} r1ro--- :EnflAnfl :g r1xro:""Tp =T
GET GE’V‘ GE’V‘ GET
donde cada produccién ¢; toma la forma A;_1 — x;A;, por lo tanto, eligien-
do las producciones de G que originaron cada «;, que denotaremos por «,
podemos generar la siguiente derivacién en G

Sy Aidr 2 yahade - B Y1 An_1¢n1 % YnPn
G G G G
donde v;,¢; € ¥* para ¢ = 1,---,n, y es facil comprobar que v;¢; =
imy(zy---xz;) parai =1,--- ,n. Por lo tanto, podemos concluir que 7y, ¢, =
imy(z) y que S :;> imx(z), con lo que imx(z) € L(G) que era el enunciado

que queriamos demostrar.
La otra implicacién a demostrar, es decir imy(z) € L(G) = = € L(Ger)
puede realizarse de manera analoga a la anterior.

0
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Ejemplo 6.4. Dada la gramaética lineal definida por las producciones
S —aA|bB

A — Aa | bB
B — aC | Bb
C— A\

la gramética regular extendida se define por las siguientes producciones
S—a LA | bLB
A—a RA | bLB
B — aLC | bRB
C— A
O

Podemos, a partir del concepto de gramética regular extendida, abordar
de forma definitiva el problema de andlisis. En primer lugar enunciaremos el
siguiente lema.

Lema 6.2. Si G es una gramdtica lineal entonces existe una expresion lineal
r tal que L(G) = imx(r).

Demostracion.

A partir del esquema que se reproduce en la figura 6.1, podemos obtener
la expresidon lineal de una gramatica lineal dada.

Asi, tomando como punto de partida G basta con construir su graméitica
extendida regular G.,. Podemos asociar a G, una expresion regular aplicando
métodos bien conocidos como los que se muestran en [8]. De esta forma, la
expresion regular r para G, denota su lenguaje y, a su vez, es una expresion
lineal que denota imyx(L(G)) tal y como se estableci6 en el lema 6.1.

O

Es claro que, dada una gramaética lineal siempre podemos construir una
gramdtica regular extendida asociada a ella. Si aplicamos a la gramdatica re-
gular extendida el método de anélisis basado en sistemas de ecuaciones tal y co-
mo se realiza sobre las gramdticas regulares [8], entonces se puede obtener una
expresion lineal cuya imagen se corresponde con el lenguaje de la gramatica
lineal inicial. Veamos a continuacién un ejemplo de aplicacién de las citadas
técnicas.

Ejemplo 6.5. Dada la gramaitica regular extendida del ejemplo 6.4, su ex-
presién lineal se obtiene mediante el siguiente sistema de ecuaciones
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Gram. lineal ‘ Gram. regular extendida
G Transformacion ‘ Ger
regular

Equivalencia Sistemas de
ecuaciones

Lenguajelineal
im(r)=L(G)

‘ Expresion lineal

imagen ‘ r

Figura 6.1: Esquema de obtencién del lenguaje de una gramdética lineal.

S=arA+b.B
A:aRA+bLB
B =a;C+ bgrB
C=2Ax

La expresion lineal asociada a este sistema de ecuaciones se obtiene me-
diante resolucién del sistema anterior de la siguiente forma

S=a,A+b.B
A:aRA+bLB o
B=a,C+bpp (72
C=

S=a,A+bB

A=arA+b;B :>B:b’§{aL

B =ar, +bgB

S =arA+brbrar

A =apA+brbiar, } = A= agbibrar

S = aLaEbLb}aL + bLb}}aL
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6.3 Equivalencia entre gramaticas lineales

A partir del formalismo de expresiones lineales se pueden abordar problemas
tales como el de la equivalencia entre gramaticas lineales [60] o el de la equi-
valencia estructural entre las mismas [35, 36, 54]. Si bien el primero resulta
indecidible tal y como Rozenberg demostré en su momento [60], para el se-
gundo podemos proporcionar un nuevo método que lo resuelve a pesar de no
modificar los resultados ya conocidos sobre su complejidad.

Veamos en primer lugar el problema de la equivalencia entre graméticas
que lo relacionaremos con el presente trabajo segin el siguiente teorema.

Teorema 6.2. Dadas dos expresiones lineales, 7 y s, el problema de la equiva-
lencia entre ambas es indecidible. Es decir, no existe un procedimiento efectivo
para establecer si imy(r) = imy(s).

Demostracion.
El problema de la equivalencia entre graméaticas lineales es indecidible tal
y como demostré Rozenberg [60]. Es facil reducir el problema de equivalencia
de dos gramaéticas lineales al de sus respectivas expresiones lineales. De aqui
la irresolubilidad del problema expuesto en el teorema.
O

Por otra parte, el problema de la equivalencia estructural entre dos grama-
ticas lineales GGy y G2 consiste en establecer si el conjunto de arboles de
derivacién de G; es idéntico al de G con la excepcién de los nombres da-
dos a los nodos internos de los arboles, es decir a los simbolos auxiliares de las
gramdticas. Este problema fue demostrado en su momento como PSPACE-
completo [35, 36, 54]. Podemos reducir el problema de la equivalencia estruc-
tural al de la equivalencia entre gramadticas regulares, demostrado también
como PSPACE-completo [35].

Asi, dadas dos gramadticas lineales G 'y G’ su equivalencia estructural puede
establecerse a partir de la equivalencia entre G, y G.,.

Teorema 6.3. Sean Gy G’ dos gramdticas lineales en forma normal y G,
y GL, sus graméticas extendidas regulares correspondientes. Entonces, G es
estructuralmente equivalente a G’ si y sélo si G, es equivalente a G,

Demostracion.
Trivial a partir de la demostracién del lema 6.1.
O

Obsérvese que el anterior resultado se limita a gramaticas lineales en forma
normal. Podemos extender en cierto sentido el anterior resultado para trabajar
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con gramdaticas lineales que no presenten una forma normal. Formalizaremos
el resultado mediante el siguiente teorema.

Teorema 6.4. Sean G y G5 gramaticas lineales. Existen gramdaticas lineales
en forma normal G| y G, que son equivalentes respectivamente a G1 y Go de
foma que se cumplen los dos siguiente enunciados

1. si Gy es estructuralmente equivalente a G entonces G es estructural-
mente equivalente a G, y

2. si G es estructuralmente equivalente a G, entonces G es equivalente a
Gs.

Demostracion.

En primer lugar, obtendremos G y G} a partir de G1 y G2 como sigue:
Para cada produccién de G; (o de G9) de la forma A — ay...a,Bbiby... by,
obtendremos un conjunto de producciones de la forma A — a1 Ay, -+, Ap_1 —
anB1y By — Bsb,,, ---, B, — Bb;. Para cada producciéon de la forma
A — aj...a, obtendremos un conjunto de producciones de la forma A —
a1Ai, -, Ap1 — a, A, y A, — A Finalmente, a partir de las producciones
A—ay...ap,By A— Bb;...b, pueden obtenerse conjuntos de producciones
similares a las anteriores.

Podemos analizar, a partir de las graméticas obtenidas anteriormente, los
dos enunciados del teorema.

1. Supongamos que G es estructuralmente equivalente a G'5. Entonces,
tal y como hemos obtenido las producciones en G| y G, estas dos
gramdaticas también son estructuralmente equivalentes.

2. Si G es estructuralmente equivalente a G entonces, trivialmente G
y G5 son equivalentes. Obsérvese que G; y G2 no son necesariamente
estructuralmente equivalentes ya que las transformaciones en las produc-
ciones que hemos aplicado no son correspondencias inyectivas. Es decir,
puede ser que producciones distintas, proporcionen el mismo conjunto de
producciones normalizadas. Por ejemplo, si tenemos A — abB y B — ¢
en G1 y A— aBy B — bc en G5 entonces las estructuras obtenidas en
G4 y G9 son distintas, no asi las que obtenemos en G y GY.
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6.4 Equivalencia entre expresiones lineales

A pesar de los resultados que hemos expuesto acerca de la complejidad e in-
decidibilidad de los problemas de equivalencia en las expresiones y graméticas
lineales, podemos, sin embargo, establecer algunas transformaciones en estas
que nos preserven la equivalencia de las mismas. Asi, podemos beneficiarnos de
la dualidad que plantean las expresiones lineales (en el sentido de que definen
simultdneamente lenguajes regulares y lineales distintos), para proporcionar
propiedades de equivalencia entre las mismas.

A partir de estas propiedades podremos profundizar en algunos aspectos
de la complejidad de las gramaticas lineales. En primer lugar, definiremos dos
tipos de equivalencia que estidn ampliamente relacionadas.

Definicién 6.8. Sean r y s expresiones lineales sobre ¥y gy. Diremos que r
y § son regular-equivalentes, y lo denotaremos por r =gpag s sii L(r) = L(s).
Diremos que 7 y s son lineal-equivalentes, y lo denotaremos por r =7y s, sii
imyx(r) = imx(s). O

A partir de la anterior definicién prodemos proporcionar ya un conjunto
de propiedades de equivalencia entre expresiones lineales basindonos en las
relativas a las expresiones regulares. Esto lo haremos a partir de la siguiente
propiedad.

Propiedad 6.1. Sean r y s expresiones lineales sobre Y7 gy. Sir =grpa s
entonces r =r1n S. [l

Demostracion.

Sean r y s expresiones lineales sobre X7, gy regular-equivalentes. Obvia-
mente, x € L(r) sii z € L(s). Supongamos que z € imxy(r). Claramente, debe
existir £ € L(r) de forma que imx(Z) = z. Por lo tanto, & € L(s) dado que
T =pEG Sy T € imx(s).

El resultado partiendo de imyx(s) puede demostrarse de forma similar, por
lo que imyx(r) =imx(s) y r =pin S.

Ejemplo 6.6. EIl resultado inverso al planteado en la Propiedad 6.1 no es
cierto. Obsérvese que arbr =r;ny brar mientras que arbr Zrea brar. [l

Una vez establecidas las propiedades de equivalencia entre expresiones
regulares como propiedades vélidas para las expresiones lineales, nos pro-
ponemos establecer dos conjuntos de propiedades de equivalencia que, en ge-
neral, sélo son validas para las expresiones lineales. En concreto, nos planteare-
mos dos tipos de propiedades: propiedades de permutacion y propiedades de
compresion. Analizaremos cada una de ellas a continuacion.
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Permutacion

Las permutaciones que vamos a analizar en las expresiones lineales intentan
producir un orden en los simbolos que aparecen en las mismas. Asi, el resultado
de aplicar un cierto tipo de permutacion en cualquier expresién lineal producird
que, en la misma, aparezcan en primer lugar los simbolos indexados por L
y, posteriormente, aquellos indexados por R. Formalizaremos este tipo de
permutaciéon mediante la funcién 1) : E}‘ LR} E}‘ LR} due se define como
sigue

1. p(A) = A

2. (Va € X)(Vzx € E’{‘L,R}) P(apz) = P(r)ar

3. (Va e X)(Vz € E?L,R}) Y(arz) = app(z)

Obviamente, si x € E’{‘L R} entonces P(z) € Z’EL}E’{‘R}. Asi, para cada
cadena z, podemos fijar 1(z) = z122 donde z; € E?L} y T € E}‘R}. A partir
de la funcién ¢ podemos definir la transformacién ¢ : Z’E LR} Z’E LR} COMO
sigue .

(Vo € X7 py)  ¢(@) = 3125 con ¢(z) = 2122

Podemos establecer propiedades de equivalencia basandonos en la trans-
formacién ¢ como sigue

Propiedad 6.2. Sea x € Z’EL R} entonces © =p;n ¢(z).

Demostracion.

Demostraremos el enunciado mediante un proceso de induccién sobre la
longitud de cada posible cadena z. En primer lugar, tomaremos A como base
de induccion en la demostracién. Claramente, ¢(\) = Ay z =prn ¢(z).

A continuaciéon formulamos una hipdtesis de induccion que consiste en
que para cualquier cadena x de longitud menor o igual que n se cumple que
T =N ().

Finalmente, tomaremos una cadena z con longitud n 4+ 1. Podemos con-
siderar dos posibles casos. En primer lugar, tomemos z = arxz/. En este caso,
d(z) = arg(zl), y ims(od(z)) = a-ims(d(z))) = a-ims(z!) = imx(z).

Como segundo caso, tomemos x = agz/. Entonces se cumple que ¢(z) =
w11 (zlar)™ = zhag(zle)™ con z/, € X7 y xzl € X% Por lo tanto,
ims((z)) = imx(z/1)-imy (agzii™) = imy (x)ims (2/5)a = imx(¢p(2/))a =
imy(z)a = imx(z).

O
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Una vez demostrada la propiedad anterior, podemos extender la transfor-
macién ¢ para que actie sobre conjuntos de cadenas, esto es lenguajes. Asi, si
L es un lenguaje sobre X, p}, entonces ¢(L) = {#(z) | # € L}. Finalmente,
podemos definir ¢ sobre expresiones lineales de acuerdo con las siguientes re-
glas

3. ¢lar) =ary ¢lar) = ar,
4. para cualquier expresion lineal r, ¢((r)) = ¢(r)

5. para cualquier par de expresiones lineales r y s, ¢(r + s) = ¢(r) + ¢(s)

6. para cualquier par de expresiones lineales r y s, ¢(rs) = ¢(r)¢p(s)!

7. para cada expresién lineal r, ¢(r*) = (p(r))*

A partir de las anteriores reglas y de la Propiedad 6.2, podemos deducir el
siguiente resultado.

Corolario 6.1. Sean r y s expresiones lineales. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades de equivalencia

L. r+s=pn ¢(r) + ¢(s)
2. rs =pIN é(rs)

3. ’I“)k =LIN (QZS(’I“))*

O

Ejemplo 6.7. Sea r = arbrar, + (arar, + brbr)*. Entonces, r es equivalente
a ¢(’I") =ararbr + (aLaR + bRbR)*.
Sea s = ararbj . Entonces, s es equivalente a ¢(s) = b arar.
O

!Obsérvese que, para cualquier expresién lineal ¢ = rs, el valor de ¢(rs) no es tnico y
depende en la forma de seleccionar las diferentes expresiones r y s que dan lugar a ¢.



104 Capitulo 6 Complejidad de los lenguajes lineales

Compresién

La compresion es otra transformacién sobre expresiones lineales que trata de
reducir el nimero de indices que aparecen en las mismas. De esta forma,
el objetivo es obtener una expresién mdas compacta de forma que aquellos
simbolos consecutivos que aparecen con el mismo indice puedan agruparse
en una sola cadena con un tunico indice. KEsta forma de agrupacion, serd
especialmente 1til cuando se analice la complejidad de Kolmogorov de los
lenguajes lineales. Formalizaremos esta transformaciéon mediante la funcién ¢
como sigue

(Vo € X7y py)  pl2) = [ims(z1)]1 [ims(z2)]r con ¢(z) = 2122

Obsérvese que la funcién ¢ realiza un cambio de representacion de forma
que su resultado se expresa mediante cadenas de simbolos con un tnico indice
L o R. En este caso, podemos definir {2*}{ r) como el conjunto de cadenas
de X que tienen un tnico indice L. De igual forma, {¥*}(gy es el conjunto de
cadenas de Y que tienen un tnico indice R.

Definiremos la funcién imy para que actie sobre el resultado de ¢ como
sigue

(Vo € X7 gy)ims(e(x)) = ims(z1)ims(z2) con ¢(z) = 2172

Podemos obtener la siguiente propiedad de equivalencia con respecto a la
funcién ¢

Propiedad 6.3. Sea z € E’EL,R}’ entonces  =p1ny p(z).

Demostracion.

Demostraremos el enunciado tal y como lo hemos hecho en la Propiedad
6.2, es decir mediante un proceso inductivo sobre la longitud de las cadenas x

En primer lugar, como base de induccion, tomaremos z = A. En este caso,
©(A) = X eimy(A) = imx(p(A)). Por lo tanto, x =p1n ().

Formularemos como hipdtesis de induccion que para toda cadena de lon-
gitud menor o igual a n se cumple que x = ;n ©(x).

Finalmente, tomaremos cadenas z de longitud » + 1. En primer lugar
supongamos que x = arz/. Entonces p(arz/) = [a - imx(x1)]|L[ims(z2)]g.
Aqui, imy([a - ims(z1)]|p[imy(z2)|r) = a - imx(z1)imy(z2) = a - img(x!) =
imy (). La segunda posibilidad que existe es que z = agx/. Aqui, p(arx!) =
[ims(x1)]|L[ims (arze)|r = [ims(z1)]L[ims(z2)-a]r. Porlo tanto, imyx(p(arz!)) =
imy(z1)imy(x2) - a = imy(arzl) = imx(x).

O



6.4 Equivalencia entre expresiones lineales 105

Una vez demostrada la Propiedad 6.3 podemos extender la transforma-
cién ¢ para que actie sobre conjuntos de cadenas, esto es lenguajes. Asi, si
tomamos L como un lenguaje definido sobre X; p} entonces (L) = {p(z) |
z € L}. Finalmente, podemos definir ¢ para que actie sobre expresiones
lineales como sigue

3. wlar) =ary plar) =ar

4. para cualquier expresion lineal r, p((r)) = ¢(r)

5. para cualquier par de expresiones lineales r y s, p(r + s) = (1) + ©(s)
2

6. para cualquier par de expresiones lineales r y s, p(rs) = ¢(r)e(s)

7. para cada expresién lineal 7, o(r*) = (¢(r))*

A partir de las anteriores reglas y de la Propiedad 6.3, podemos deducir el
siguiente resultado.

Corolario 6.2. Sean r y s expresiones lineales. Entonces se cumplen las
siguiente propiedades de equivalencia

L r+s=pv o(r) + ¢(s)
2. rs =pin @(rs)
3. " =p1n (e(r))”

O

Ejemplo 6.8. Sea r = arbrar, + (arar, + brbr)*. Entonces, r es equivalente
a ¢(r) = (aa)pbr + (apar + (bb)r)*.

Sea s = ar,(brarbr)*br. Entonces s es equivalente a ¢(s) = ar,((ab)Lbr)*br,.

O

2Obsérvese que, para una expresién lineal dada ¢t = rs, el valor de ¢(rs) no es tdnico y
depende de la forma de seleccionar las diferentes expresiones r y s que dan lugar a ¢.
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6.5 Complejidad de reverso de los lenguajes lineales

La complejidad de reverso de un lenguaje, en su versién determinista, se
define como el nimero maximo de cambios de direccién (reversos) que rea-
lizan las cabezas de cinta de una maquina de Turing determinista durante el
procesamiento de una cadena de entrada [9, 75]. Denotaremos a la clase de
lenguajes aceptados por maquinas de Turing deterministas con k cintas que
realizan como maximo O(f(n)) reversos al procesar entradas de longitud n por
DREVERSALL(f). Denotaremos por DREV ERSAL(f) ala unién de clases
de lenguajes (J,~y DREVERSAL(f). Podemos proporcionar definiciones
similares para maquinas de Turing no deterministas. Asi, NREV ERSAL(f)
denota la clase de lenguajes aceptados por maquinas de Turing no determi-
nistas con k cintas que realizan como méximo O(f(n)) reversos al procesar
entradas de longitud n. Ha sido demostrado que la clase de lenguajes lineales
LIN se corresponde con la clase de lenguajes NREVERSAL;(1) [75].

En este apartado, estudiaremos la complejidad de reverso asociada a las
expresiones lineales. Obviamente, existe una clara correspondencia entre los
cambios de direccién que realiza una maquina de Turing durante su com-
putacién ante cadenas de entrada de un lenguaje lineal y los cambios de linea-
lidad que se realizan en un proceso de derivacion de cadenas en una gramatica
lineal que genera el mismo lenguaje.

Con el d4nimo de definir el numero de cambios de linealidad de izquierda
a derecha (o de derecha a izquierda) que se realiza en un proceso derivativo
de una gramadtica lineal, centraremos nuestra atencién en los indices (L o R)
que aparecen en los simbolos de la expresién lineal asociada a la gramatica.
De esta forma, los indices proporcionan suficiente informacién acerca de la
complejidad de reverso de los lenguajes lineales.

Definiciéon 6.9. Sea G una gramética lineal. Definiremos la complejidad
de reverso de L(G) como el nimero maximo de cambios de linealidad (de
izquierda a derecha y de derecha a izquierda) que ocurren en la gramdtica
cuando se deriva una cadena x € L(G). Obviamente, esta complejidad se
define como una funcién que va del conjunto de naturales (la longitud de
las cadenas derivadas) al conjunto de naturales (el nimero de cambios de
linealidad). O

Denotaremos por G a la familia de gramdticas lineales en forma normal.
De igual forma, denotaremos por REVERSALg(f) a la familia de lenguajes
que pueden ser generados por gramdticas lineales de G con complejidad de
reverso O(f(n)).
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Dado que el lenguaje de cualquier gramética lineal en forma normal puede
describirse mediante una expresién lineal, podemos deducir la complejidad
de reverso de un lenguaje lineal a partir del nimero de indices L y R no
consecutivos que aparecen en su correspondiente expresion lineal.

Dado que trabajaremos con las expresiones lineales para analizar la com-
plejidad de reverso, definiremos el lenguaje de reverso de una expresién li-
neal como el conjunto de cadenas formadas por los indices de las cadenas que
pertenecen a la expresién. Lo formalizaremos mediante el conjunto im(r, gy (r)
que se calcula mediante las siguientes reglas:

1. im{L,R}

2. im{L,R} )\) = {)\}

Dada una expresién lineal, a cada una de las cadenas de su lenguaje de
reverso la denominaremos cadena de reverso. QObsérvese que, en cualquier
proceso de derivacidon de una cadena en una gramatica lineal en forma normal,
aparece asociada una cadena de reverso que describe el niimero de cambios de
linealidad que ocurren durante la derivacién de la cadena en cuestién.

Ejemplo 6.9. Damos los siguientes ejemplos de lenguajes de reverso asociados
a expresiones lineales:

1. Sea r = (arbrbr)*, entonces imy, gy (r) = (LRR)".
2. Sea s = (apapr + brbr)*, entonces imyy, ry(s) = (LR)*.

3. Sea t = arbrar, + (agar + brbr)*, entonces imy, gy (t) = LRL+ (RL +
RR)".

O
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Un primer resultado que podemos obtener en cuanto a los lenguajes de
reverso es el que se muestra a continuacion.

Teorema 6.5. Sea r una expresién lineal sobre ¥, py. Entonces, imy, gy(r)
es regular.

Demostracion.
Construiremos una gramatica regular (lineal por la derecha) para cada una
de las posibles expresiones lineales.

1.r=90
La gramdtica regular ({S},{L, R},0,S) genera trivialmente el conjunto
vacio.

2.r=2A
La gramdtica ({S},{L,R},{S — A}, S) genera trivialmente el lenguaje
{A}-

3. r=ar,
La gramdtica ({S},{L, R},{S — L}, S) genera {L}.

4. r =apg
La gramdtica ({S},{L, R},{S — R}, S) genera {R}.

5. r=s+t

Supongamos que las gramdticas regulares G5 = (N, {L, R}, Ps,Ss) y
Gy = (N, {L, R}, P, S) existen y que L(Gs) = imyp py(s) v L(Gt) =
imgr, gy (t) con Ny N Ny = (). La gramética (Ns U Ny U{S;},{L, R}, Ps U
P U{S, — S5 | St},S;) genera el lenguaje de reverso imyy, gy (r)-

6. r=st

Como en el caso anterior, supongamos que las gramaditicas regulares
Gs = (Nsa {La R}a P, SS) y Gy = (Nta {La R}a P, St) generan im{L,R} (8)
y imyr, gry(t) respectivamente, con Ny N Ny = (. La gramdtica (Ng U
Ny, {L, R}, P. U P,,Ss) donde P! estd definida por las reglas

(a) (VA,B € Ng) Va € {L,R,\}) A—aB € P; = A— aB€ P,
(b) (VA€ Ng) (Va€e{L,R,\}) A—a€ Ps=A—aS, € P!

genera el lenguaje de reverso imyy, gy (r).
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7. r=s*

Supongamos que la gramética regular G5 = (Ns, {L, R}, Ps, Ss) genera
imyr, ry(s). Entonces, la gramética G = (N;U{S,},{L, R}, PsU{S, —
Ss | AU PL,S,) donde P! se define mediante la regla

(VA e Ny) Va€e{L,R,\}) A—a€Ps= A—aS, € P,

genera el lenguaje de reverso imy, gy (r).

O

Una vez establecida la regularidad del lenguaje de reverso de cualquier
expresion lineal podemos transformar cualquiera de ellas, de acuerdo con la
funcién ¢ anteriormente definida, para obtener una descripciéon més compacta
de los lenguajes lineales. Nuestra intencién es evitar expresiones donde aparez-
can de forma secuencial indices L o indices R dado que tnicamente implica un
cambio de linealidad la alternancia de indices L y R. Podemos encontrar para
cada gramatica lineal en forma normal G otra gramética lineal G de forma
que si 7 es la expresién lineal para G entonces ¢(r) es la expresion lineal para
G. Asi, denotaremos por G a la clase de gramaticas G que cumplen la anterior
caracteristica.

Basandonos en la anterior clase de gramaticas, proporcionaremos el si-
guiente resultado acerca de la complejidad de reverso de los lenguajes lineales.

Teorema 6.6. LIN C REVERSALg(n).

Demostracion.

La demostracion del enunciado es ficilmente deducible a partir de las
propiedades de equivalencia de compresién y del Teorema 6.5. Obsérvese que
el lenguaje de reverso de cualquier expresién lineal es a su vez regular. Por
lo tanto, cualquier cadena de reverso puede ser analizada en tiempo lineal y
el nimero de reversos es en consecuencia lineal. De aqui que la funcién de
complejidad sea f(n) =n.

O

Obviamente, todos los lenguajes lineales presentan una complejidad de re-
verso que estd acotada superiormente de forma lineal, tal y como se expresa
en el Teorema 6.6. Sin embargo, subclases de los lenguajes lineales, como por
ejemplo los lenguajes regulares presentan una complejidad de reverso acotada
por una constante. Es trivial comprobar que para cada lenguaje regular ex-
iste una expresién lineal donde no existen indices L (si la gramdtica es lineal
por la izquierda) o indices R (si la gramdtica es lineal por la derecha) y, en
consecuencia, no hace falta ningiin cambio de linealidad para la derivacién de
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las cadenas del lenguaje. El lenguaje de reverso que presentan los lenguajes
regulares estd incluido en L* o R*.

Aceleracion de la complejidad de reverso

Una vez establecido el resultado general para la complejidad de reverso, nos
proponemos a continuacién obtener un resultado de aceleracién para la misma
similar a los que se han planteado para otras medidas de complejidad como es
el tiempo y similar a los resultados de compresibilidad que se han planteado
para el espacio. Aqui debemos entender la aceleracion como una reduccion
en el nimero de cambios de linealidad necesarios para derivar las cadenas
de cualquier lenguaje lineal de acuerdo con una gramatica lineal dada. Asi,
nos planteamos demostrar que, para cada gramdatica lineal, siempre podemos
obtener otra gramadtica lineal equivalente de forma que el nimero de reversos
de la gramadtica equivalente reduce en un factor constante el niimero de reversos
de la gramética original. Esto lo estableceremos mediante el siguiente teorema.

Teorema 6.7. Sea L un lenguaje lineal. Para cada constante ¢ tal que
0<c<1,Le€REVERSALg(c-n).

Demostracion.

En primer lugar supondremos que L es infinito ya que, si L fuera finito
entonces facilmente podriamos construir una gramatica regular que lo genere
y que, en consecuencia, tuviera una complejidad de reverso constante.

Por lo tanto, supongamos que L es infinito y que 7 es una expresion lineal
que describe a L. Podemos obtener una expresion lineal equivalente a r a
partir de la transformacion ¢(r). Obsérvese que, en cualquier expresién lineal
t* podemos aplicar la propiedad de equivalencia t* =gppg (A +t+tt + -+ +
tk=1)(t*)*. De esta forma, tomaremos cualquier subexpresién s que aparezca
en ¢(r) y que esté afectada por el operador de clausura y le aplicaremos la
anterior propiedad con el valor k = [1/c]. Dado que s =prny (A+s+ss+---+
sF=1)(s*)*, entonces s es equivalente a (o(X) +@(s)+---+o(sF71))p((s¥)*). A
continuacién observemos la expresién ¢((s*)*). Podemos aplicar la propiedad
de equivalencia ¢((s¥)*) =rrn (p(s¥))*. Es facil comprobar que en (p(s*))*
sélo es necesario un cambio de linealidad cada k simbolos. En consecuencia,
la complejidad de reverso se reduce k veces, es decir, aumenta c veces. Por
lo tanto, si aplicamos la anterior propiedad de equivalencia a todas aquellas
subexpresiones que aparezcan en ¢(r) y que estén afectadas por el operador
de clausura, entonces podemos reducir el nimero de cambios de linealidad de
sus cadenas. Las demds subexpresiones que aparecen en ¢(r), y que no estan
afectadas por el operador de clausura, pueden transformarse de forma trivial
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en otras expresiones equivalentes que reducen en la misma medida el niimero
de reversos. O

Ejemplo 6.10. Sea r = (arbr)*. Podemos reducir el nimero de reversos a la
mitad si obtenemos la expresién equivalente (A+arbr)((aa)r (bb)r)*. De igual
forma, se puede reducir el niimero de reversos a un tercio del de la expresién
r al obtener la expresién (A 4+ apbr + (aa)r,(bb)r)((aaa)r (bbb)g)* O

Un problema de identificacion asociado a la complejidad de re-
verso

Al analizar la complejidad de reverso de los lenguajes lineales hemos definido
los lenguajes de reverso asociados a los mismos. El lenguaje de reverso de un
lenguaje lineal no sélo nos proporciona una herramienta ttil para analizar la
complejidad de reverso sino que, ademas, describe de forma precisa la informa-
cién puramente estructural que alberga la gramética asociada al mismo. Por
ejemplo, en el caso de los lenguajes regulares, el lenguaje de reverso, al trabajar
con graméaticas regulares, se limita a subconjuntos triviales de L* (si traba-
jamos con gramadticas lineales por la derecha) o de R* (si las gramadticas son
lineales por la izquierda). En el caso de gramdticas lineales pares, el lenguaje
de reverso vuelve a definirse trivialmente a partir de subconjuntos de (LR)*
(si trabajamos con gramaticas en forma normal). Sin embargo, en el caso de
los lenguajes lineales, los lenguajes de reverso asociados ya no se definen como
conjuntos triviales. La variabilidad que aparece en las gramaticas lineales a
la hora de ordenar la generacién de los simbolos durante una derivacién no es
Unica y, por lo tanto, pueden aparecer multitud de lenguajes de reverso que
formen una clase de lenguajes regulares a analizar.

Este problema suscita nuestro interés ya que, si podemos catalogar los
lenguajes de reverso como alguna clase de lenguajes ya conocida, entonces
podemos deducir nuevas formas normales para las gramdticas lineales que
tienen asociadas. Mads aun, si la clase de lenguajes de reverso pudiera ser
inferida de forma eficiente, entonces se abriria una nueva aproximacion a la
identificacion de lenguajes lineales a partir de cadenas. Podriamos deducir
la estructura subyacente de las cadenas a partir del lenguaje de reverso y,
posteriormente, podriamos resolver el problema genérico de la identificacion
mediante reducciones a clases ya conocidas de forma similar a como hizo Sakak-
ibara mediante informacién estructural [62, 63]. Analizaremos estos aspectos
a continuacién.

Denotaremos a la clase de los lenguajes de reverso por LZN gy . Podemos
aportar el siguiente resultado acerca de la inferibilidad de LZN gy .
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Teorema 6.8. La familia de lenguajes de reverso, LZN gy no es identificable
tUnicamente a partir de datos positivos.

Demostracion.

Definamos el siguiente conjunto de lenguajes de reverso

S1 = LR(LR)*

Sy = LR(LR)*LR

S3 = LR(LR)*LR(LR)*LR

Si =8Si-1(LR)*LR

S, = (LR)*

No existe ningin indicador finito posible para Si, ya que ese indicador
lo seria también para algin lenguaje S; que, a su vez, estaria incluido en S,
rompiendo la Condicion 3 expuesta por Angluin [3] como necesaria para la
inferencia a partir de datos positivos y enunciada en el Teorema 2.1.

O

Obsérvese que el anterior teorema establece que los lenguajes de reverso no
son identificables a partir de informacién positiva. Es decir, no podemos inferir
los cambios de linealidad de una gramaética lineal basdndonos tinicamente en
ejemplos de como se producen esos cambios.

6.6 Complejidad de Kolmogorov de los lenguajes
lineales

La complejidad de Kolmogorov [41] mide la cantidad de informacién necesaria
para describir un objeto. Habitualmente, los objetos a los que nos referi-
mos son generadores de secuencias infinitas de informacién (cadenas infinitas
aleatorias o no). En nuestro caso, nos interesamos por la complejidad de Kol-
mogorov de los lenguajes lineales, es decir el nimero de bits necesarios para
describirlos. Es evidente que la complejidad de Kolmogorov de un lenguaje
lineal puede relacionarse con la complejidad de una gramética que lo genere.
Dado que existen infinitas gramdticas que generan el mismo lenguaje y que
los tamanos de esas gramaticas pueden variar, la complejidad de Kolmogorov
de un lenguaje expresada a través de la complejidad de una gramaética lineal
que lo genere es una cota superior de la complejidad real del lenguaje.

Otro punto de interés al medir la complejidad de Kolmogorov de los lengua-
jes lineales es que cada uno de ellos puede considerarse una cadena infinita
compuesta por las cadenas del lenguaje separadas por simbolos predefinidos.
Es decir, si L = {z1,z9,---}, entonces L representa la cadena (infinita)
< L >= z1#x9# --- donde el simbolo # actiia como separador. Bajo este
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punto de vista, los lenguajes lineales codifican cadenas no aleatorias ya que,
como es bien conocido, las cadenas aleatorias no pueden comprimirse y las
cadenas de los lenguajes lineales si, debido a que pueden describirse mediante
la expresion lineal correspondiente.

Para abordar este aspecto, proporcionaremos, en primer lugar, la notacién
y definiciones que pueden consultarse en [41]. Posteriormente, proporcionare-
mos una cota superior para la complejidad de Kolmogorov de los lenguajes
lineales.

Dado un programa p, denotaremos su longitud mediante lg(p) y denotare-
mos su salida mediante S(p). Dada una cadena finita x, denotaremos mediante
n(x) su orden en una enumeracién predefinida.

Definicién 6.10. Sea X un alfabeto y x una secuencia (posiblemente infinita)
de simbolos de ¥. La complejidad de Kolmogorov de x se define como K(z) =
min{lg(p) : S(p) = n(z)}. Es decir, es el tamano del programa minimo que
escribe (da como salida) z. O

Podemos modificar la anterior definicion para su actuacion sobre lenguajes
lineales como sigue.

Definiciéon 6.11. Sea L un lenguaje lineal. La complejidad de Kolmogorov
de L se define como K(L) = min{lg(p) : S(p) = n(r) Aimx(r) = L}. Es decir,
es el tamano del programa minimo que escribe una expresion lineal r tal que
r describe a L. O

Obsérvese que, para describir cualquier expresién lineal, debemos especi-
ficar: (1) Un conjunto de cadenas pertenecientes a un alfabeto ¥ (los ge-
neradores), (2) Un conjunto de indices que definan los cambios de lineali-
dad L y R, y (3) Una secuencia de operadores de clausura, concatenacion
y unién que aparecen en la expresiéon. Por lo tanto, cualquier expresién li-
neal r se puede definir como 7, (T 1y, T2y, * - - Tmy,, ), donde z1,- -+, zp, son los
generadores, ¥y = y1y2 - - Ym € {L, R}* son los indices para los cambios de li-
nealidad y 7 es un operador que define el orden de actuacién de los operadores
dentro de la expresion. A partir de esta definicién, podemos proporcionar
la siguiente cota superior para cualquier lenguaje lineal L que admita una
expresion lineal r

K(L) < K(r) < K(@1) + - + K(@m) + K(y) + Km (@14, - Ty, ) + O(1)

con imyx(r) = Ly r = np(T1y, - - Tmy,,). Podemos deducir una nueva cota
para 7, dado que la informacién relevante que aporta 7, es la posicién donde
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actua cada operador y el operador que actia en cada posicién. Por lo tanto,
podemos establecer la siguiente cota superior para 7,

’C(nm(xlzn e 'xmym)) <log(z1) + -+ +log(zm) + O(1)

Podemos aplicar las propiedades de equivalencia de compresiéon y per-
mutacion para establecer nuevas cotas. Lo formalizaremos mediante el si-
guiente resultado.

Teorema 6.9. Sea L un lenguaje lineal definido sobre 3 y r una expresion
lineal tal que L = imx(r). Entonces (L) < K(p(r)) < K(r).

Demostracion.

Obviamente, la primera desigualdad se cumple dado que podemos describir
L a partir de ¢(r). La segunda desigualdad se puede deducir a partir de las
siguiente afirmaciones:

1. El ntimero de indices para los cambios de linealidad que aparecen en
©(r) es menor o igual que el de los que aparecen en 7.

2. El numero de operadores de concatenacién que actan en r es mayor o
igual que el nimero de operadores de concatenacién que actian en (7).
Por lo tanto, la complejidad del término n puede reducirse.

O

Finalmente, podemos establecer una relacién entre la complejidad de re-
verso y la complejidad de Kolmogorov. Veremos que a medida que la com-
plejidad de reverso decrece (obteniendo graméticas aceleradas) la complejidad
de Kolmogorov aumenta (cuesta mds describir las citadas gramdticas). Lo
formalizaremos mediante el siguiente resultado.

Teorema 6.10. Sea L un lenguaje lineal sobre ¥ y r una expresién lineal tal
que imy(r) = L. Sea ¢ una constante tal que 0 < ¢ < 1 y r, una expresién
lineal para L de forma que la complejidad de reverso de L de acuerdo con r
decrece [1/c]| veces al utilizar r.. Entonces K(r) < K(r.).

Demostracion.

Sea 7. una expresién lineal para L obtenida a partir de r aplicando el Teore-
ma 6.7. Obviamente, podemos observar que 7. tiene un niimero de generadores
mayor o igual que r. Ademds, r. tiene un mayor ntimero de operadores de
unién y concatenaciéon que r. Por lo tanto, se puede deducir que la canti-
dad de informacién necesaria para describir 7. es mayor que la necesaria para
describir r.

O
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6.7 Conclusiones y problemas abiertos

Las expresiones lineales introducidas en el presente capitulo se han mostrado
como un formalismo adecuado para el estudio de algunas caracteristicas de los
lenguajes lineales y, de forma mas directa, de las graméticas lineales. Este tipo
de expresiones nos permiten establecer reducciones de los lenguajes lineales
a los lenguajes regulares y, por lo tanto, aprovechar algunos resultados ya
establecidos sobre los mismos.

Ademds, hemos iniciado el estudio de la complejidad descriptiva de los
lenguajes lineales de forma natural aprovechando las expresiones lineales defi-
nidas en este capitulo. No sélo hemos acotado la complejidad de Kolmogorov
de los lenguajes lineales sino que, ademé&s, hemos podido comprobar algunas
relaciones entre medidas de complejidad como son la complejidad de Kol-
mogorov y la complejidad de reverso.

A la luz de lo ya estudiado, podemos establecer algunas lineas de investi-
gacién que profundicen y amplien los resultados sobre complejidad descriptiva
de los lenguajes formales. Detallamos a continuacién algunos de esos futuros
trabajos.

e Las expresiones lineales definidas en este capitulo representan un primer
paso a dar en cuanto a la definicién de clases de lenguajes con el mismo
formalismo. Asi, tomando en cuenta la estructura de las gramaiticas,
podemos definir nuevas clases de expresiones que se asemejen a las ya
estudiadas y que caractericen clases de lenguajes superiores como los
lenguajes incontextuales o los sensibles al contexto.

e Otro trabajo que reclama nuestra atencién es la del estudio de las dis-
tintas clases de lenguajes lineales definidas en los capitulos 4 y 5 me-
diante expresiones lineales. Asi, podemos redefinir en esos términos los
lenguajes reversibles, localmente testables y distinguibles por simbolos
terminales y estructura.

e Hemos estudiado la relacién entre la complejidad descriptiva y la com-
plejidad de reverso. Podemos estudiar otras relaciones entre otras me-
didas de complejidad tomando, como nexo de enlace, la complejidad de
Kolmogorov. De esta forma, podriamos estudiar relaciones entre la com-
plejidad de espacio, tiempo y de reverso y la complejidad de descripcién
en los lenguajes lineales.

e Finalmente, como un objetivo que nos vuelve al area del aprendizaje
automatico, debemos estudiar la obtencién de nuevas formas normales
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en los lenguajes lineales a través de las expresiones lineales. Este estudio
parece ser critico a la hora de plantear algoritmos de aprendizaje de
lenguajes lineales que prescinda de la informacién estructural empleada
en el capitulo 5. En este sentido, las propiedades de permutacién y
compresién ya estudiadas son un primer paso.



Capitulo 7

Conclusiones

A o largo de la presente tesis se han estudiado algunos problemas relativos
al aprendizaje de lenguajes lineales y a su complejidad descriptiva. En ambas
areas de estudio se presenta un nexo discursivo comun como es el relativo al
estudio de las gramdticas formales. Habitualmente, en cuanto al aprendizaje
de lenguajes formales, se hace especial énfasis en la identificacidon de cualquier
gramdtica que genere el lenguaje objetivo. Aqui, sin embargo, hemos dado el
papel principal a la identificacién de gramaticas estructuralmente equivalentes
a las que generan el lenguaje objetivo. Una de las conclusiones que podemos
establecer como vilida es que, cuando los problemas de la clase de lenguajes
bajo estudio, empiezan a mostrarse con alta complejidad o sencillamente i-
rresolubles, el discurso del aprendizaje algoritmico y, mas en concreto, el de la
inferencia gramatical, debe cambiar. Se debe cambiar el protocolo de informa-
cién y contar con informacion estructural y, por lo tanto, se deben reformular
las condiciones generales del aprendizaje para llegar hacia lo que podriamos
denominar la Identificacion estructural en el limite.

Lejos de cerrar el estudio de algunos problemas, la presente tesis ha tenido
como objetivo el estudio de los mismos con un nuevo enfoque. La importancia
que se le ha dado a la informacién estructural como fuente de datos valida
ha sido escasa a lo largo del tiempo. Sin embargo, creemos que este tipo
de informacién resulta imprescindible si queremos estudiar el aprendizaje de
conceptos cada vez mas complejos. Por otra parte, desde un punto de vista
practico, el esfuerzo que se hace en algunas tareas a la hora de representar
los objetos, como en el Reconocimiento Automatico de Formas, la Prediccion
Automatica de Series Formales y la Inteligencia Artificial en general, no se
ve comprometido al introducir estructura que, por otra parte, nos permite
establecer relaciones mas complejas en los conceptos a representar.

117
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Otro aspecto fundamental que se enfatiza en la presente tesis es la con-
cerniente al estudio formal de los lenguajes y las graméticas. En este trabajo
resulta imprescindible apelar a aquellos resultados que previamente han si-
do estudiados en el area de la Teoria de autématas, graméaticas y lenguajes
formales. Mas ain, en multiples ocasiones hemos obtenido resultados més
cercanos a esta teoria que a la del aprendizaje computacional o algoritmico.
Este trasvase de resultados resulta especialmente enriquecedor ya que no sélo
permite profundizar en los problemas bajo estudio sino que los enfoca bajo
una perspectiva que en algunos casos nos muestra aspectos nuevos que antes
no habian sido considerados.

Por ultimo, nos gustaria resaltar que la clase de los lenguajes lineales es
un laboratorio de pruebas ideal para entender las dificultades algoritmicas del
aprendizaje automdtico. En esta clase podemos obtener resultados y con-
clusiones validas para clases de lenguajes méas amplias. Obsérvese que, en
el caso de los lenguajes regulares, los problemas de equivalencia, equivalen-
cia estructural, ambigiiedad, determinismo vs. no determinismo y compleji-
dad descriptiva o de reverso no nos permiten obtener conclusiones para otras
clases superiores, dado que, los problemas que suscitan son en algunos casos
inexistentes o con una dificultad limitada.
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