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\Una obra est�a acabada cuando no puede ya ser mejorada,

aunque se la sepa insu�ciente e incompleta. Se est�a tan

exageradamente fatigado de ella que ya no se tiene el valor de

a~nadirle ni una sola coma, aunque fuese indispensable. Lo que

decide el grado de acabado de una obra no es en absoluto

ninguna exigencia del arte o de la verdad, es la fatiga y,

a�un m�as, el asco"

E.M. CIORAN
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Cap��tulo 1

Introducci�on

El presente trabajo se centra en el �area del aprendizaje computacional de
lenguajes formales a trav�es de su representaci�on gramatical. El aprendizaje
autom�atico es un objetivo perseguido durante mucho tiempo por las comu-
nidades cient���cas dedicadas a las distintas �areas de la computaci�on. Sus
bene�cios cuentan, entre otros, la reducci�on de la fase de programaci�on de
sistemas, la resoluci�on no expl��cita y adaptativa de problemas complejos, y la
constante re
exi�on acerca de la capacidad de resoluci�on de problemas mediante
m�etodos autom�aticos.

La tesis que aqu�� se presenta trata acerca del aprendizaje de una clase de
lenguajes utilizando un criterio de �exito ya formulado y la resoluci�on de los
problemas relacionados con el mismo, entre los que ocupa un papel principal
la complejidad descriptiva de las hip�otesis formuladas.

En este trabajo nos centraremos en las clases de lenguajes lineales. La clase
de los lenguajes lineales es de especial inter�es ya que plantea los problemas
caracter��sticos que limitan o impiden cierto tipo de aprendizaje: determinismo
vs. no determinismo, ambig�uedad, equivalencia, etc. As��, nos encontramos en
un escenario que nos permite obtener conclusiones v�alidas para otras clases de
lenguajes cuyo inter�es es, hoy en d��a, notable.

A lo largo de la presente memoria, trabajaremos bajo el criterio de �exito
de identi�caci�on en el l��mite. El criterio seleccionado, dentro de la variedad de
criterios posibles (identi�caci�on estoc�astica, identi�caci�on PAC, minimizaci�on
de entrop��a, etc.) ha sido ampliamente aceptado por la comunidad cient���ca
desde su formulaci�on a mediados de los a~nos sesenta. Este marco de trabajo no
impone restricciones acerca de la presentaci�on de ejemplos para los algoritmos
de aprendizaje ni tampoco exige un aprendizaje limitado en el tiempo. M�as
bien, nos encontramos en un entorno de trabajo similar al que se lleva a cabo
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8 Cap��tulo 1 Introducci�on

en el aprendizaje por parte de los organismos vivos, especialmente en el apren-
dizaje del lenguaje por parte de los seres humanos tal y como se ha estudiado
en multitud de trabajos por parte de logopedas, ling�uistas y psic�ologos.

Otro aspecto que se estudia en este trabajo es el de la complejidad des-
criptiva de la clase de los lenguajes lineales. Nos gustar��a destacar el hecho
de que la identi�caci�on de clases de lenguajes y el an�alisis de la complejidad
de las citadas clases, tanto descriptiva como computacional, no son �areas que,
como pudiera parecer, no tengan relaci�on. Sucede m�as bien todo lo contrario.
Cuando se re
exiona acerca de cu�ales son las representaciones id�oneas para
representar clases de lenguajes identi�cables surge, de forma natural, el an�alisis
descriptivo de dichas clases. Adem�as, un conjunto caracter��stico de un lenguaje
(si es que lo tuviera) es en s�� mismo una descripci�on del lenguaje junto con el
algoritmo de inferencia que lo identi�ca.

La estructura de esta memoria es como sigue: En el cap��tulo 2 se intro-
ducen los conceptos que, a juicio del autor, son m�as interesantes para centrar el
aprendizaje autom�atico en general y el de lenguajes formales en particular. En
el cap��tulo 3 se proporcionan los conceptos b�asicos de la teor��a de aut�omatas,
gram�aticas y lenguajes formales necesarios para formalizar los conceptos con
los que se trabajaran posteriormente. En el cap��tulo 4 se estudia la identi�-
caci�on de la clase de los lenguajes lineales pares. Se introducen rasgos carac-
ter��sticos de algunas gram�aticas y se formulan distintos algoritmos de apren-
dizaje. En el cap��tulo 5 se estudia la identi�caci�on de los lenguajes lineales.
Se introduce la necesidad de utilizar informaci�on estructural y se prescinde de
la utilizaci�on de datos negativos o contraejemplos. Esto producir�a la de�ni-
ci�on de algunas subclases de lenguajes lineales y se resolver�a su identi�caci�on
en el l��mite. En el cap��tulo 6 se estudian algunos aspectos de complejidad
descriptiva y computacional de los lenguajes lineales. Nos centraremos en
la complejidad de Kolmogorov y la complejidad de reverso. Previamente, se
habr�a de�nido una clase de representaciones que nos ayudar�an en el estudio
de la complejidad referido anteriormente. Por �ultimo, en el cap��tulo 7 se es-
tablecen las conclusiones generales que se pueden extraer del presente trabajo.
Destaquemos el hecho de que en los cap��tulos 4, 5 y 6 se presentar�an las con-
clusiones relativas a cada uno de ellos y las posibles l��neas de investigaci�on que
podr�an originar trabajos futuros.



Cap��tulo 2

El problema del aprendizaje

computacional

Seg�un el Diccionario de la Lengua Espa~nola de la Real Academia en su edi-
ci�on de 1992, aprender signi�ca \Tomar algo en la memoria ..." y tambi�en \...

adquirir el conocimiento de alguna cosa por medio del estudio o de la experien-

cia". Desde el punto de vista computacional, la primera de las dos acepciones
es la menos interesante ya que cualquier modelo computacional es capaz de
almacenar en memoria informaci�on. Es la segunda acepci�on la que interesa
en la presente tesis, es decir, el estudio de la adquisici�on de conocimiento (in-
formaci�on) a partir de experiencia (informaci�on). La discusi�on epistemol�ogica
acerca de si el conocimiento se puede adquirir de forma autom�atica y, en caso
a�rmativo, es un indicio de racionalidad no es objeto de discusi�on en esta tesis.
El planteamiento general en el que se enmarca esta tesis, desde un punto de
vista axiom�atico, es que el aprendizaje computacional es una forma de pro-
gramaci�on no expl��cita, por la que un modelo de computaci�on puede llegar a
realizar determinadas tareas tomando como entrada informaci�on relacionada
con las mismas y variando el esquema de resoluci�on de las citadas tareas de
forma autom�atica con el �n de obtener mayores prestaciones.

Seg�un Mitchell [49] el problema del aprendizaje computacional se puede
de�nir de la siguiente forma : \ Diremos que un programa aprende de la

experiencia E respecto de una clase de tareas T y una medida de e�ciencia

P, si su e�ciencia en las tareas de T, tal y como las mide P, se incrementan

con la experiencia E". Seg�un esta de�nici�on existen tres aspectos distintos
que pueden de�nir un problema de aprendizaje : Primero, la selecci�on de una
clase de tareas. Segundo, la de�nici�on de una medida de la e�ciencia. Por
�ultimo, el dise~no de un protocolo de intercambio de informaci�on que de�na la
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10 Cap��tulo 2 El problema del aprendizaje computacional

experiencia.
Seg�un el tipo de resoluci�on que se realice para aumentar la e�ciencia de

un programa, podemos hablar de distintos paradigmas de aprendizaje. Sin
embargo, el establecimiento de una taxonom��a de los m�etodos de aprendizaje
no resulta f�acil y, en de�nitiva, un mismo m�etodo puede ser clasi�cado de
distintas formas en referencia a los distintos aspectos del mismo. No obstante,
podemos establecer, a grandes rasgos, algunos paradigmas diferenciadores del
aprendizaje como son los siguientes

1. Aprendizaje por refuerzo

En este caso, el objetivo del programa se puede establecer en t�erminos
de optimizaci�on de una funci�on de ganancia desconocida. As��, mediante
recompensas o castigos que recibe el programa como informaci�on de en-
trada se va ajustando en sucesivas fases la funci�on desconocida. Este
tipo de aproximaci�on se suele adoptar en tareas referidas a la rob�otica,
la plani�caci�on y, en de�nitiva, en aquellos sistemas que deban adaptarse
a entornos que sufren grandes cambios a lo largo del tiempo. El algo-
ritmo de aprendizaje m�as conocido bajo esta perspectiva es el conocido
como Aprendizaje Q.

2. Aprendizaje por analog��a

El objetivo consiste en aprender una serie de objetos (conceptos) me-
diante el establecimiento de medidas de similitud entre los mismos. La
representaci�on de los objetos puede ser tanto simb�olica como num�erica
(en espacios n-dimensionales). En el �ultimo caso, se pueden establecer
t�ecnicas de agrupamiento (clustering) que dan lugar a toda una familia
de m�etodos de aprendizaje basados en medidas geom�etricas o probabilis-
tas.

3. Aprendizaje conexionista

El modelo m�as conocido bajo esta aproximaci�on son las redes neuronales.
Existe una vasta literatura acerca del tema. Fundamentalmente, el prin-
cipio que gu��a el aprendizaje conexionista se basa en la especializaci�on
de modelos muy simples (neuronas) y la interconexi�on de esos modelos
que puede dar lugar a la aparici�on de propiedades emergentes en el mo-
delo global. De nuevo, existen vertientes que trabajan con informaci�on
simb�olica as�� como num�erica y aplican t�ecnicas de an�alisis matem�atico
(como por ejemplo el descenso por gradiente en el modelo perceptr�on).
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4. Aprendizaje deductivo

Este es uno de los principios cl�asicos utilizados en el �area de la inteligen-
cia arti�cial. B�asicamente, el aprendizaje deductivo consiste en, a partir
de una serie de hechos comprobados y de reglas l�ogicas, establecer nuevas
reglas, por deducci�on l�ogica, que aumenten el conocimiento acerca de un
fen�omeno. Las t�ecnicas que se utilizan son muy variadas, desde los si-
logismos cl�asicos m�as simples hasta t�ecnicas de rami�caci�on y poda o
programaci�on din�amica en espacios de b�usqueda de reglas l�ogicas.

5. Aprendizaje inductivo

El principio inductivo se puede enunciar como la formulaci�on de reglas

generales a partir de hechos espec���cos. A diferencia del paradigma de-
ductivo, aqu�� el conocimiento aumenta por observaci�on y descubrimiento
y no por la aplicaci�on de reglas l�ogicas, como suced��a en el paradigma
deductivo. Existen multitud de aplicaciones de este principio algunas de
las cuales las detallaremos en la siguiente secci�on.

En cuanto al protocolo de informaci�on o el tipo de informaci�on disponible
para el m�etodo de aprendizaje se pueden establecer dos categor��as

1. Informaci�on supervisada

El sistema recibe la informaci�on junto con una declaraci�on expl��cita de su
signi�cado. As��, si el conocimiento se representa mediante lenguajes for-
males, la informaci�on que se recibe toma la forma de cadenas etiquetadas
seg�un su pertenencia o no al lenguaje en cuesti�on. Si la informaci�on toma
forma de valores num�ericos, se pueden a~nadir, adem�as, etiquetas sobre
la signi�caci�on de ese valor (por ejemplo, en problemas de clasi�caci�on
a~nadir la clase a la que pertenece el punto que representa el valor).

2. Informaci�on no supervisada

A diferencia del caso anterior la informaci�on que recibe el sistema no
est�a clasi�cada ni tampoco tiene ninguna etiqueta adicional. Es decir, la
representaci�on de un objeto o hecho no est�a especi�cada como tal. Este
tipo de informaci�on es t��pica de los sistemas de aprendizaje por similitud
y agrupamiento.

El tercer aspecto a considerar, en cuanto al planteamiento general de los
m�etodos de aprendizaje, se centra en el m�etodo de medici�on de la e�ciencia o,
dicho de otra forma, el criterio de �exito que soporte el m�etodo de aprendizaje.
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Este aspecto puede variar mucho en funci�on del paradigma de aprendizaje
adoptado y de la forma de representar la informaci�on (simb�olica, num�erica,
etc). En general podemos adoptar dos criterios que pueden ser aplicados a la
mayor��a de los casos : la identi�caci�on y la aproximaci�on. El primero establece
que el sistema, para concluir su tarea, debe identi�car el concepto a aprender
de forma exacta mientras que en el segundo, establecida una medida de error,
se permite que el sistema aprenda lo su�ciente como para quedarse debajo de
un umbral de error preestablecido.

Existen otros aspectos a considerar en lo relativo a la e�ciencia de un
sistema que hacen referencia a aspectos computacionales. As��, independiente-
mente de que un m�etodo de aprendizaje aproxime o identi�que un concepto,
existen ocasiones en las que aspectos como la rapidez con la que el sistema
realiza sus acciones (complejidad temporal) o la cantidad de informaci�on que
el sistema necesita para tener �exito son fundamentales a la hora de abordar
una tarea concreta.

2.1 Inferencia inductiva

La inferencia inductiva se puede aplicar como paradigma de aprendizaje com-
putacional en numerosas tareas. Existen distintos enfoques acerca de la in-
ferencia inductiva. En la presente tesis seguiremos fundamentalmente, entre
otros, a Solomono� [69], Osherson et al. [52] y Angluin y Smith [5]. De
igual forma, existen otros trabajos que suponen una excelente revisi�on de este
planteamiento general [12, 53].

Un problema en inferencia inductiva supone la de�nici�on de tres aspectos
fundamentales (como caso particular del problema gen�erico del aprendizaje
[49]) tal y como detallamos a continuaci�on

1. De�nici�on de una relaci�on de nombres para conceptos e hip�otesis

Fundamentalmente, la relaci�on de nombres consiste en una aplicaci�on
que permita asignar a los objetos del problema que se pretende resolver
formalismos matem�aticos de un espacio predeterminado. Este espacio
puede tener una serie de propiedades algebraicas (espacio de versiones).
En el �area que nos ocupa podemos tomar como relaci�on de nombre las
gram�aticas formales, las funciones recursivas o las m�aquinas abstractas
(aut�omatas). La elecci�on del espacio de hip�otesis predetermina el algo-
ritmo de b�usqueda o las t�ecnicas de construcci�on a emplear.
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2. De�nici�on de un protocolo de informaci�on

En este caso, podemos establecer dos tipos de protocolos : texto e in-

formante. El texto consiste en proporcionar al metodo de inferencia
s�olo ejemplos del concepto que debe aprender, mientras que en el infor-
mante, se pueden proporcionar ejemplos y contraejemplos. Existe una
variedad de formas de representar texto e informante dependiendo de las
propiedades que tenga la funci�on que lo genera (si es arbitraria, recursiva,
recursiva primitiva, etc). El protocolo de informaci�on es importante ya
que puede limitar las clases de conceptos que se pueden aprender seg�un
el criterio de �exito adoptado. De este �ultimo hablaremos a continuaci�on.

3. De�nici�on de un criterio de �exito

El criterio de �exito de�ne cu�ando el algoritmo de inferencia ha tenido
�exito en el proceso de b�usqueda de la hip�otesis que da cuenta de los
ejemplos (y contraejemplos) proporcionados como fuente de informaci�on.
Vamos a plantear dos criterios de �exito que en la actualidad son los que
gozan de mayor popularidad en la comunidad cient���ca.

(a) Identi�caci�on en el l��mite

Este criterio lo propuso Gold en 1967 [24]. Informalmente, el cri-
terio consiste en identi�car la hip�otesis de forma exacta sin impor-
tar el momento de tiempo en el que se consiga. As��, suponiendo
que tomamos un espacio de hip�otesis consistente en la clase de
lenguajes recursivamente enumerables, si el lenguaje a identi�car
es L y el algoritmo proporciona una secuencia de posibles hip�otesis
H1;H2; � � � ;Hn; � � � , llegar�a el momento de tiempo i en el que la
hip�otesis propuesta por el algoritmo ser�a Hi que representa a L y
ya no se vuelve a cambiar de hip�otesis en momentos posteriores.
De esta forma diremos que el algoritmo identi�ca al lenguaje L en

el l��mite.

(b) Aproximaci�on probablemente correcta (PAC)

Propuesto por Valiant en 1984 [74], el criterio asume una distribu-
ci�on de probabilidad sobre los lenguajes a identi�car. As��, dado el
lenguaje L, se supone que las cadenas de L tienen una distribuci�on
de probabilidad de aparici�on P. Adem�as se considera un error de

predicci�on � y un par�ametro de con�anza Æ. El objetivo es que el
algoritmo consiga proponer una hip�otesis L0 de forma que la acumu-
laci�on del error sea muy baja con una con�anza elevada, es decir
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Pr[P(L 4 L0) � �] � 1 � Æ, donde (L 4 L0) denota la diferen-
cia sim�etrica entre L y L0. Diversas variantes sobre este esquema
general, as�� como algunos resultados signi�cativos en aproximaci�on
pueden verse en [50].

Σ∗

ym

x1

y1

Metodo´

inferencia
de

´Metodo de

Hipotesis g´

(criterio de exito)´

t h

f(t)=h
ejemplos

contraejemplos

xn

Mundo real
(objetos) Espacio de hipotesis H´

Test de correccion´

correccion´

presentacion de la´

informacion´

Figura 2.1: Esquema general para la de�nici�on de un problema en inferencia
inductiva.

En la �gura 2.1 podemos ver el esquema gen�erico de un problema de in-
ferencia inductiva. As��, la funci�on f es la relaci�on de nombre que especi�ca el
espacio de hip�otesisH y � es el alfabeto de de�nici�on de ejemplos y contraejem-
plos, teniendo en cuenta que pueden ser no s�olo cadenas sino �arboles, grafos,
etc. El m�etodo de presentaci�on de la informaci�on especi�ca si se permiten
ejemplos y contraejemplos, en qu�e orden (si es que existe) se le proporciona al
algoritmo o m�etodo de inferencia, si se proporcionan de manera incremental,
�nita o en el l��mite, etc. Por �ultimo, el test de correcci�on eval�ua la hip�otesis
proporcionada por el m�etodo de inferencia a partir de la hip�otesis objetivo y
de la informaci�on proporcionada al m�etodo.

2.2 Inferencia gramatical

La inferencia gramatical [19, 48, 64] es un caso particular del paradigma de in-
ferencia inductiva donde las hip�otesis y los conceptos se representan mediante
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formalismos que provienen de la teor��a de lenguajes formales, t��picamente
gram�aticas y aut�omatas. As��, tomando como marco de referencia la citada
teor��a, el objetivo del m�etodo de aprendizaje es identi�car o aproximar un
lenguaje de�nido sobre un alfabeto preestablecido dando como relaci�on de
nombre una gram�atica (enfoque generador) o un aut�omata (enfoque aceptor).
Una de las grandes ventajas que implica trabajar bajo el paradigma de infe-
rencia gramatical es que cuenta con un gran n�umero de resultados te�oricos y
pr�acticos establecidos a lo largo del tiempo por la comunidad de trabajo en
inform�atica te�orica (Theoretical Computer Science). Estos resultados ser�an de
gran ayuda a la hora de establecer clases de lenguajes efectivamente inferibles,
propiedades algebraicas de los m�etodos de aprendizaje, resultados (positivos y
negativos) acerca de cual es el l��mite computacional de lo que se puede llegar
a aprender, etc.

B�asicamente, los m�etodos aplicados en inferencia gramatical los podemos
agrupar en dos tipos:

1. M�etodos caracterizables

Un m�etodo diremos que es caracterizable si el espacio de hip�otesis forma
una clase de lenguajes que queda caracterizada por el propio m�etodo. Es
decir, un lenguaje pertenece a la clase si y s�olo si puede ser inferido por
el m�etodo. Dicho de otra forma, la clase de lenguajes inferidos por el
m�etodo forma una clase de lenguajes bajo el punto de vista de la teor��a
de lenguajes formales.

2. M�etodos heur��sticos

Un m�etodo heur��stico toma, al igual que en el caso anterior, un espacio de
hip�otesis que es una clase de lenguajes, pero, a diferencia de los m�etodos
caracterizables, no lo de�ne. Es decir, pueden haber lenguajes de la clase
que el m�etodo no sea capaz de inferir y, lo que es m�as importante, no se
puede caracterizar la clase de lenguajes inferidos por el m�etodo mediante
propiedades matem�aticas.

Un m�etodo de inferencia no lo podemos clasi�car como bueno o malo en
funci�on de si es caracterizable o heur��stico. Por una parte, los m�etodos carac-
terizables presentan unas propiedades te�oricas m�as robustas que los m�etodos
heur��sticos con lo que es m�as f�acil predecir su comportamiento en funci�on de
la informaci�on recibida. Por otra parte, un m�etodo heur��stico puede presentar
mayores prestaciones en su aplicaci�on a tareas reales que los m�etodos carac-
terizables ya que estos suelen ser m�as exigentes con el tipo de informaci�on
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con la que trabajan, que es, por otra parte, lo contrario de lo que sucede en
situaciones reales.

Es m�as interesante, sin embargo, la clasi�caci�on de los m�etodos de inferen-
cia en funci�on del tipo de informaci�on recibida. Hablaremos a continuaci�on de
algunos m�etodos y resultados signi�cativos en funci�on del tipo de informaci�on
recibida.

2.3 Aprendizaje mediante presentaci�on positiva

El aprendizaje a partir de informaci�on positiva consiste en, dado un lenguaje
L, proporcionar al m�etodo �unicamente ejemplos del lenguaje, es decir, cadenas
fx1; � � � ; xn; � � � g donde cada una de ellas pertenece a L. Es lo que llamamos
texto en el apartado sobre inferencia inductiva. Angluin [3] estableci�o condi-
ciones bajo las que es posible inferir un lenguaje tomando �unicamente texto
como informaci�on disponible. El resultado de Angluin queda establecido bajo
el siguiente teorema

Teorema 2.1.(Angluin [3]) Una familia indexada de lenguajes recursivos no
vac��os es inferible a partir de datos positivos si y solo si se satisface que existe
un procedimiento efectivo que, a partir de cualquier valor i � 1, enumera un
conjunto de cadenas Ti de forma que

1. Ti es �nito

2. Ti � Li, y

3. 8j � 1, si Ti � Lj, entonces Lj no es un subconjunto propio de Li

�

Los conjuntos Ti se denominan indicadores (telltales) y permiten distinguir
unos lenguajes de otros dentro de la misma familia. Precisamente, la inexisten-
cia de indicadores es lo que puede provocar el efecto de generalizaci�on excesiva

que consiste en inferir un lenguaje que contiene propiamente al lenguaje ob-
jetivo.

Trivialmente, los lenguajes �nitos pueden ser identi�cadas en el l��mite ba-
jo este protocolo. De igual forma, otros m�etodos han sido propuestos para
la identi�caci�on de algunas clases de lenguajes. Entre esas clases podemos
mencionar los lenguajes reversibles (Angluin [4], M�akinen [46]), algunas sub-
clases de lenguajes lineales con reversibilidad (Koshiba et al. [40]), algunas
clases de lenguages incontextuales mediante gram�aticas puras (Koshiba et al.

[39]), los lenguajes k-explorables en sentido estricto (Garc��a [20],Garc��a et al.
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[23]), los lenguajes regulares distinguibles por s��mbolos terminales (Radhakr-
ishnan y Nagaraja [56, 57], Fernau [16]) y su correspondiente clase lineal par
(Radhakrishnan y Nagaraja [56, 58], Fernau [16]), extensiones de lenguajes
k-explorables y distinguibles por terminales (Fernau [17]) y lenguajes con fun-
ciones distinguibles (Fernau [18]), algunas familias de lenguajes caracterizadas
por explorabilidad local (Ruiz [61]) y, por �ultimo, algunas subclases de lengua-
jes regulares, incontextuales y sensibles al contexto (Emerald, Subramanian y
Thomas [13, 14, 15]).

2.4 Aprendizaje mediante presentaci�on completa

El aprendizaje a partir de informaci�on completa consiste en, dado un lenguaje
L, proporcionar al m�etodo ejemplos y contraejemplos del lenguaje, es decir,
cadenas fx1; � � � ; xn; � � � g donde cada una de ellas pertenece a L y cadenas
fy1; � � � ; yn; � � � g donde cada una de ellas no pertenece a L. Es lo que llamamos
informante al hablar de inferencia inductiva en el apartado 2.1.

Han sido numerosos los algoritmos de inferencia propuestos bajo este proto-
colo de informaci�on. Principalmente, han sido algunas subclases de lenguajes
incontextuales las que han sido caracterizadas bajo este protocolo de informa-
ci�on. As��, Oncina y Garc��a [51] han propuesto un m�etodo que identi�ca en
el l��mite cualquier lenguaje regular a partir de muestra completa. El proble-
ma de la identi�caci�on de los lenguajes lineales pares ha podido ser reducido
al aprendizaje de lenguajes regulares [70, 71]. M�as a�un, utilizando la misma
t�ecnica de reducci�on que ha aplicado sobre los lenguajes lineales pares, Taka-
da [72] ha establecido una jerarqu��a de familias de lenguajes identi�cables por
reducci�on a los lenguajes regulares.

2.5 Aprendizaje estructural

El aprendizaje estructural implica proporcionar al m�etodo de inferencia mayor
informaci�on que la sola pertenencia o no de una cadena a un lenguaje. As��,
si tomamos como espacio de hip�otesis una clase de gram�aticas G y tomamos
como lenguaje objetivo L = L(G) donde G 2 G entonces al m�etodo se le
proporcionan una serie de descripciones derivativas de cadenas del lenguaje
de acuerdo con la gram�atica G. Estas descripciones toman habitualmente la
forma de esqueletos o cadenas parentizadas y se de�nen como las estructuras
derivativas que dieron origen a las cadenas en cuesti�on omitiendo los s��mbolos
auxiliares de las mismas. Entre los resultados que podemos destacar dentro
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de esta aproximaci�on podemos citar los aportados por Sakakibara [62, 63],
donde se plantea el aprendizaje de gram�aticas incontextuales a partir de los
esqueletos asociados a los �arboles de derivaci�on. M�akinen [44] plantea un punto
de vista distinto al de Sakakibara al utilizar muestra estructural y lenguajes de

Szilard. Es m�as, M�akinen, en otro trabajo distinto [43], propone una clase de
gram�aticas, gram�aticas invertibles en tipos, que es suceptible de ser identi�cada
a partir de muestra estructural.

Por su parte, Garc��a [21, 22] ha propuesto diversos m�etodos que trabajan
sobre aut�omatas de �arboles y que, por lo tanto, son suceptibles de ser aplica-
dos a partir de informaci�on estructural al aprendizaje de lenguajes formales,
t��picamente lenguajes incontextuales y subclases de los mismos.

Los trabajos anteriormente citados de Radhakrishnan y Nagaraja [56, 57,
58], a�un tomando como fuente de informaci�on cadenas, representan los datos
mediante esqueletos. Sempere y Fos [68] han propuesto un m�etodo heur��stico
que, bas�andose en los m�etodos anteriores, puede ser aplicado a los lenguajes
lineales.

Finalmente, cabr��a plantearse si la utilizaci�on que han llevado a cabo Taka-
da y M�akinen de dos conceptos similares como son los lenguajes de Szilard y
los conjuntos de control, puede ser considerada informaci�on estructural. Am-
bos conceptos hacen referencia al lenguaje derivativo de una gram�atica. As��,
el lenguaje de Szilard de una gram�atica es el conjunto de cadenas formadas
por las secuencias, no de s��mbolos, sino de producciones que dan lugar, en
una secuencia de derivaci�on dentro de la gram�atica, a las cadenas del lenguaje
de la misma. El concepto de conjunto de control es similar con la salvedad
de que se trata de un subconjunto de cadenas derivativas dentro de todas las
posibles (generadas a su vez por una gram�atica universal). Es obvio que al
hacer referencia a secuencias derivativas se hace referencia a una informaci�on
estructural, pero, en la mayor parte de sus trabajos [40, 42, 43, 45, 70, 71, 72],
esa estructura puede deducirse al tomar �unicamente cadenas de un lengua-
je. Por ejemplo, en los lenguajes regulares y los lineales pares, adoptando las
correspondientes formas normales, las estructuras ser�an siempre las mismas.

2.6 Ubicaci�on de la tesis en el problema del apren-

dizaje

Una vez realizada una introducci�on general al aprendizaje autom�atico, pasamos
a situar el trabajo que se presenta en esta tesis en relaci�on con el mismo.

La tesis tiene como principal objetivo presentar distintas clases de lengua-
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jes formales que coinciden, en algunos casos, con subclases de las presentadas
en la jerarqu��a de Chomsky. En otros casos, las familias presentadas son in-
comparables con las referidas en la citada jerarqu��a. Las clases de lenguajes
que se presentan se caracterizan gramaticalmente, es decir, los lenguajes pre-
sentan ciertas propiedades en referencia al tipo de gram�aticas que los generan.

Una vez caracterizadas esas clases, se pasa al estudio de la inferibilidad
de los lenguajes dentro del paradigma de identi�caci�on en el l��mite. Los
m�etodos que se presentan son caracterizables ya que aseguran la identi�caci�on
de cualquier lenguaje de la clase bajo estudio. Por lo tanto, nos encontramos
ante un trabajo en inferencia gramatical.

Por �ultimo, el protocolo de informaci�on que mayoritariamente se utiliza en
la presente tesis es el de informaci�on estructural. As��, los datos de entrada que
se le suministrar�an a los algoritmos de inferencia consistir�an en esqueletos de
las estructuras derivativas que den lugar a cadenas del lenguaje.

Fundamentalmente, en la presente tesis se trabajar�a sobre clases de lengua-
jes lineales pares (ELL) y lineales (LIN ). En ambos casos se presentar�an dis-
tintos rasgos diferenciadores que permiten caracterizar nuevas clases de lengua-
jes. Nos centraremos en rasgos como la explorabilidad local, la reversibilidad y
la distinguibilidad terminal y estructural.
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Cap��tulo 3

Lenguajes, gram�aticas y

aut�omatas

Procedemos a de�nir en este cap��tulo los conceptos formales que utilizare-
mos en el resto de la memoria sobre la Teor��a de Aut�omatas, Lenguajes y
Gram�aticas de forma general. Posteriormente, se introducir�an en cada cap��tulo
aquellos conceptos y de�niciones espec���cas seg�un sean necesarios.

Los conceptos que aqu�� se establecen pueden consultarse en cualquier libro
b�asico sobre la teor��a de aut�omatas, gram�aticas y lenguajes formales. En
nuestro caso hemos seguido fundamentalmente [8, 29, 33, 59].

3.1 Alfabetos y lenguajes

El primer concepto que aparece de forma natural en la teor��a de lenguajes
formales es el concepto de alfabeto que se de�ne como cualquier conjunto no
vac��o a cuyos elementos se les denomina s��mbolos. A partir de un alfabeto
se puede de�nir cadena o palabra como cualquier secuencia �nita y ordenada
de s��mbolos del alfabeto. En lo sucesivo utilizaremos los s��mbolos �;�;�; � � �
para denotar a los alfabetos y los s��mbolos x; y; z; u; � � � para denotar las ca-
denas. De entre las in�nitas cadenas que se pueden de�nir sobre un alfabeto
destacamos la cadena vac��a, que denotaremos mediante � que es aquella que
no contiene ning�un s��mbolo. La longitud de una cadena se de�ne como el
n�umero de s��mbolos que la forman. Dada una cadena x, denotaremos por jxj
su longitud. Es evidente que j�j = 0 y que jxaj = jxj+ 1 siendo x una cadena
y a el s��mbolo que la sucede.

Dado el alfabeto �, denotaremos por �k al conjunto de todas las cadenas de

21
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longitud k formadas por s��mbolos de �. ��k denotar�a el conjunto de cadenas
de longitud mayor o igual a k y ��k el conjunto de cadenas con longitud menor
o igual a k. Denotaremos por �� al conjunto (in�nito) de todas las cadenas que
se pueden formar a partir de los s��mbolos de �. A �� se le denomina tambien
el lenguaje universal o la clausura de �. De igual forma, �+ es el conjunto
de todas las posibles cadenas formadas por s��mbolos de � con la excepci�on de
la cadena vac��a, es decir �+ = �� � f�g. Un lenguaje sobre el alfabeto � es
cualquier conjunto (�nito o in�nito) de cadenas sobre �. Es decir, el lenguaje
L se de�ne siempre como L � ��. Consideraci�on especial tiene el lenguaje
vac��o que no contiene ninguna cadena y que denotaremos por ;.

Dado un conjunto A, denotaremos por card(A) su cardinalidad, es decir, el
n�umero de elementos que A contiene. De igual forma, denotaremos por P(A)
al conjunto potencia de A, es decir el conjunto de todos los subconjuntos
posibles de A.

A partir de un lenguaje L y una cadena x sobre �, se puede de�nir el
conjunto de los buenos �nales de x en L como el conjunto x�1L = fu 2 �� :
xu 2 Lg. Tambien se le denomina el cociente por la derecha de L respecto
de x. De igual forma, el conjunto de los buenos comienzos de x en L es el
conjunto Lx�1 = fu 2 �� : ux 2 Lg. Se le denomina tambi�en el cociente por
la izquierda de L respecto de x.

El conjunto de pre�jos de una cadena x lo denotaremos por pref(x), el
conjunto de su�jos por suf(x) y el conjunto de segmentos por seg(x). Si
adem�as queremos especi�car una longitud determinada entonces los denotare-
mos respectivamente por pref(x; k), suf(x; k) y seg(x; k), siendo k la longitud
deseada. Evidentemente, en el caso anterior s�olo estar�an de�nidos si jxj � k.
Por ejemplo, si x = abbaba entonces seg(x; 2) = fab; bb; bag. La extensi�on de
los anteriores conjuntos para su actuaci�on sobre lenguajes se realiza de forma
trivial sobre el conjunto de cadenas que componen el lenguaje en cuesti�on. As��,
dado el lenguaje L, pref(L; k) =

S
x2L pref(x; k), suf(L; k) =

S
x2L suf(x; k)

y seg(L; k) =
S
x2L seg(x; k) El reverso (o inverso) de la cadena x se deno-

tar�a por xinv y se de�ne como la secuencia de s��mbolos inversa a la secuencia
x. Dadas dos cadenas x e y, su concatenaci�on o producto se de�ne como la
secuencia obtenida a partir de la secuencia de x seguida de la de y, lo denotare-
mos por xy o x � y. En el caso de la cadena vac��a se cumple que x� = �x = x.
La potencia n-�esima de una cadena x la denotaremos por xn y es la secuencia
obtenida al concatenar n veces la cadena x con ella misma. Se de�ne x0 = �.

Veamos ahora un concepto que tendr�a especial inter�es en la presente memo-
ria como es el de los s��mbolos terminales de una cadena. Lo de�niremos for-
malmente como sigue.
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De�nici�on 3.1. De�niremos, de forma inductiva, el conjunto de s��mbolos
terminales de la cadena x, denot�andolo por ter(x), como sigue

1. ter(�) = ;

2. (8y 2 ��) (8a 2 �) ter(ya) = ter(y) [ fag

�

Por ejemplo, si x = abba entonces ter(x) = fa; bg. Por otra parte, en
relaci�on con los segmentos de una cadena x, se cumple que seg(x; 1) = ter(x).

Se cumple la siguiente propiedad en relaci�on con los segmentos de una
cadena

Propiedad 3.1. Sea � un alfabeto. Para cualquier valor k > 0 y todo par de
cadenas x; y 2 ��k+1 se cumple:

1. Si seg(x; k) = seg(y; k) entonces seg(x; k � 1) = seg(y; k � 1)

2. Si seg(x; k) 6= seg(y; k) entonces seg(x; k + 1) 6= seg(y; k + 1)

Demostraci�on.

Demostraremos cada una de las a�rmaciones por separado.

1. Tomemos x con jxj = m � k + 1 e y con jyj = n � k+ 1. Tomemos x =
x1 � � � xm con seg(x; k) = fx1 � � � xk; � � � ; xm�k+1 � � � xmg. De igual forma,
y = y1 � � � yn con seg(y; k) = fy1 � � � yk; � � � ; yn�k+1 � � � yng. Partimos
de que seg(x; k) = seg(y; k). Tomando ahora cualquier elemento de
seg(x; k�1), por ejemplo, xi1 � � � xik�1 podemos observar que procede de
un elemento de seg(x; k) que, a su vez, est�a presente en seg(y; k) y, por lo
tanto, el elemento xi1 � � � xik�1 tambi�en se encuentra en seg(y; k� 1). El
razonamiento inverso, partiendo de elementos de seg(y; k � 1), tambi�en
es cierto y, por lo tanto, seg(x; k � 1) = seg(y; k � 1).

2. Al igual que en el enunciado anterior, tomemos x = x1 � � � xm con seg(x; k)
= fx1 � � � xk; � � � ; xm�k+1 � � � xmg e y = y1 � � � yn con seg(y; k) = fy1 � � � yk;
� � � ; yn�k+1 � � � yng. En este caso, seg(x; k) 6= seg(y; k). Es obvio que
debe existir un elemento en seg(x; k + 1), por ejemplo xi1 � � � xik+1 cuyo
su�jo o pre�jo de longitud k no pertenece a seg(y; k) y, por lo tanto,
el citado elemento no pertenece a seg(y; k + 1). As��, concluimos que
seg(x; k + 1) 6= seg(y; k + 1).

�
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La extensi�on del conjunto de s��mbolos terminales sobre lenguajes se rea-
liza de la forma usual. As��, 8L � �� ter(L) =

S
x2L ter(x). El reverso

de un lenguaje L es el conjunto obtenido por los reversos de sus cadenas y
lo denotaremos por Linv. Dados dos lenguajes L1 y L2, su concatenaci�on o
producto lo denotaremos por L1L2 y se de�ne como el resultado de concatenar
las cadenas de L1 con las de L2. Dado un lenguaje L, su potencia n-�esima
la denotaremos por Ln y es el resultado de concatenar n veces el lenguaje L
consigo mismo. Por de�nici�on, L0 = f�g. A partir de la potencia podemos
de�nir la clausura del lenguaje L, denot�andola por L�, como la uni�on de todas
sus posibles potencias.

3.2 Relaciones

Dado un conjunto A, una relaci�on n-aria de�nida sobre el conjunto A es un
subconjunto del producto A� A� � � � � A (n veces). Las relaciones que m�as
utilizaremos a lo largo de la presente tesis son las relaciones binarias, es decir,
de�nidas sobre A� A. Diremos que la relaci�on binaria R de�nida sobre A es
una relaci�on binaria de equivalencia si es re
exiva, sim�etrica y transitiva.

Dada la relaci�on binaria de equivalencia R de�nida sobre A, la clase de

equivalencia del elemento x 2 A bajo R es el conjunto formado por todos
aquellos elementos que se relacionan con x de acuerdo con R. La clase de
equivalencia de x bajo R la denotaremos por [x]R. Es obvio que, al ser la
relaci�on R una relaci�on re
exiva, no existe ninguna clase de equivalencia que
sea vac��a. Al conjunto formado por las clases de equivalencia lo denominaremos
conjunto cociente y lo denotaremos como A=R.

Dadas dos relaciones � y � de�nidas sobre el conjunto A, diremos que �
re�na a �, o que � recubre a �, si se cumple el siguiente enunciado

(8x; y 2 A) x � y ) x � y

Dado el conjunto A y la ley de composici�on interna � de�nida sobre A
diremos que la relaci�on binaria de equivalencia � de�nida sobre A es una
congruencia por la derecha (por la izquierda) con respecto a � si se cumple el
siguiente enunciado:

(8x; y; z 2 A) x � y ) x�z � y�z (z�x � z�y)

A toda relaci�on binaria de equivalencia que es congruencia por la derecha
y congruencia por la izquierda se le denomina simplemente congruencia.

Una partici�on sobre un conjunto A (distinto del vac��o) es una colecci�on de
subconjuntos fAi : i � 1g que cumplen las tres siguientes condiciones:
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1. 8i Ai 6= ;

2.
S
iAi = A

3. 8i 6= j Ai \Aj = ;

A cada uno de los subconjuntosAi le denominaremos bloque de la partici�on.
Al n�umero de bloques que de�nen una partici�on le llamaremos ��ndice. Una
partici�on diremos que es de ��ndice �nito si el n�umero de bloques que la de�nen
es �nito, en caso contrario es de ��ndice in�nito.

Se cumple la siguiente propiedad en lo relativo a las particiones y las rela-
ciones.

Propiedad 3.2. Sea A un conjunto y � una relaci�on binaria de equivalencia
sobre A. La relaci�on � induce un partici�on sobre el conjunto A de forma que
cada clase de equivalencia es un bloque de la partici�on. �

El enunciado inverso de la propiedad anterior tambi�en se cumple. Es decir,
podemos establecer una similitud entre relaciones y particiones como conceptos
matem�aticos equivalentes.

Dada una relaci�on R, la clausura de R con respecto a la propiedad P
(re
exividad, transitividad, etc.), es la relaci�on m�as peque~na que contiene a
R y que cumple la propiedad P . A la clausura de una relaci�on se le denomina
tambi�en cierre.

3.3 Gram�aticas

Una gram�atica es un sistema de reescritura que se de�ne como una tupla de
cuatro elementos (�; N; P; S), donde � y N son alfabetos disjuntos de s��mbolos
terminales y auxiliares respectivamente, S 2 N es el axioma o s��mbolo inicial
y P es un conjunto �nito de producciones de la gram�atica expresado por los
pares (�; �) donde � (el antecedente) es una cadena formada por s��mbolos
auxiliares y terminales con al menos un s��mbolo auxiliar y � (el consecuente)
es una cadena formada por s��mbolos auxiliares y terminales que puede ser la
cadena vac��a. Una producci�on (�; �) tambi�en se puede denotar por � ! �.
Para aquellas producciones que compartan un mismo antecedente se puede
establecer la notaci�on siguiente, en vez de escribir �! �1, �! �2, ..., �! �n,
escribiremos �! �1 j �2 j � � � j �n.

Se puede establecer la relaci�on de derivaci�on directa entre cadenas for-
madas por s��mbolos de �[N , de acuerdo con la gram�atica G, de la siguiente
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forma ��
 )
G

��0
 si � 2 f� [ Ng�Nf� [ Ng�, �; �0; 
 2 f� [ Ng� y

� ! �0 2 P .
La clausura re
exiva y transitiva de la relaci�on )

G
, la denotaremos por

�
)
G

y se de�ne como la relaci�on de derivaci�on entre cadenas de la gram�atica. A
partir de esta relaci�on se puede de�nir el lenguaje generado por una gram�atica
G = (�; N; P; S) como el conjunto L(G) = fw 2 �� : S

�
)
G
wg. De igual forma,

para cualquier s��mbolo auxiliar A de la gram�atica G se puede de�nir el conjun-
to L(A;G) = fw 2 �� : A

�
)
G
wg. Es obvio que L(S;G) = L(G). En algunas

ocasiones, cuando se sobreentienda la gram�atica G, escribiremos indistinta-
mente L(A;G) o L(A). Distinguiremos entre cadenas y formas sentenciales

de la gram�atica G, de forma que las cadenas se forman �unicamente a partir de
s��mbolos de � mientras que en las formas sentenciales pueden aparecer tanto
s��mbolos de � como de N .

De acuerdo con las formas que pueden adquirir las producciones de las
gram�aticas, Chomsky propuso una clasi�caci�on de las mismas en cuatro grandes
familias en lo que es conocido como la jerarqu��a de Chomsky. De mayor a
menor restricci�on en las forma de las producciones, Chomsky propuso las
gram�aticas regulares (lineales por la derecha o por la izquierda), gram�aticas
libres de contexto, gram�aticas sensibles al contexto y gram�aticas no restringi-
das. De�niremos en primer lugar cada una de los cuatro tipos de gram�aticas
de acuerdo con la clasi�caci�on de Chomsky.

De�nici�on 3.2. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica. Diremos que G es lineal
por la derecha (por la izquierda) si cada una de las producciones de P toma
una de las dos siguientes formas

1. A! wB (A! Bw) con A;B 2 N y w 2 ��

2. A! w con A 2 N y w 2 ��

A estas gram�aticas se les conoce tambi�en como gram�aticas regulares. �

De�nici�on 3.3. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica. Diremos que G es libre
de contexto o incontextual si cada una de las producciones de P toma la forma
A! � con A 2 N y � 2 (N [ �)�. �

De�nici�on 3.4. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica. Diremos que G es
sensible al contexto si cada una de las producciones de P toma la siguiente
forma �A� ! �
� con �; � 2 (N [ �)�, A 2 N y 
 2 (N [ �)+. Adem�as
se a~nade la excepci�on de que el axioma S puede producir � siempre que S no
aparezca en el consecuente de ninguna producci�on. �
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De�nici�on 3.5. Sea G una gram�atica sin ninguna condici�on previa sobre sus
producciones, entonces G es una gram�atica no restringida. �

Estos cuatro tipos de gram�aticas dan origen a clases de lenguajes formales
de acuerdo con el siguiente criterio : un lenguaje L pertenece a una clase
C si existe una gram�atica G perteneciente a C de forma que L(G) = L. Si
denotamos por REG, CF , CS y RE a las familias de lenguajes originadas
por las clases de gram�aticas enunciadas anteriormente tenemos la siguiente
relaci�on entre familias

REG � CF � CS � RE

Por supuesto, la clasi�caci�on de Chomsky es un marco de estudio general que se
ha tomado como referencia para la de�nici�on de otras familias de lenguajes que
no se ajustan a tal clasi�caci�on. A lo largo de la presente tesis se establecer�an
algunas clases de lenguajes que, en cierta medida, rompen tal clasi�caci�on.

Para las gram�aticas incontextuales se puede de�nir un formalismo descrip-
tivo acerca de las derivaciones que se producen en las mismas : los �arboles de

derivaci�on. As��, dada una gram�atica incontextual G = (�; N; P; S) se de�ne
un �arbol de derivaci�on de G de acuerdo con las siguientes reglas

1. Los nodos internos del �arbol se etiquetan con s��mbolos de N

2. Los nodos que forman hojas en el �arbol se etiquetan con s��mbolos de
� [ f�g

3. La ra��z del �arbol se etiqueta con el axioma S

4. Si el nodo interno etiquetado con A tiene hijos (de izquierda a derecha)
etiquetados con los s��mbolos x1; x2; � � � ; xn entonces la gram�atica G con-
tiene la producci�on A! x1x2 � � � xn

5. Si un nodo est�a etiquetado con � entonces el nodo es una hoja y su padre
tiene un hijo �unico que es �el

Se de�nir�a un A-�arbol como un �arbol de derivaci�on cuya ra��z est�a etique-
tada con el s��mbolo A 2 N . Dada una derivaci�on en la gram�atica G entonces,
siguiendo las anteriores reglas, se puede construir un �arbol de derivaci�on que
se corresponda con la misma. Dado un �arbol de derivaci�on, a la cadena obteni-
da a partir de las etiquetas de las hojas siguiendo un recorrido de izquierda
a derecha se le denomina resultado del �arbol, en otras ocasiones se le puede
denominar tambi�en frontera. Una gram�atica incontextual G es ambigua si
se pueden construir dos o m�as �arboles de derivaci�on distintos cuyos resulta-
dos sean la misma cadena del lenguaje L(G). Un lenguaje incontextual es
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inherentemente ambiguo si cualquier gram�atica incontextual que lo genera es
ambigua. Al resultado de sustituir las etiquetas de los nodos internos de un
�arbol de derivaci�on por una �unica etiqueta ajena a la gram�atica se le denomina
esqueleto.

Dadas dos gram�aticas G1 y G2, diremos que son equivalentes si L(G1) =
L(G2). Adem�as, si G1 y G2 son libres de contexto entonces son estructural-
mente equivalentes si el conjunto de �arboles de derivaci�on de G1 es id�entico
al conjunto de �arboles de derivaci�on de G2 salvo homomor�smos alfab�eticos
entre los alfabetos de s��mbolos auxiliares. Es obvio que dos gram�aticas libres
de contexto estructuralmente equivalentes son tambi�en equivalentes, mientras
que lo contrario, no se cumple necesariamente.

3.4 Aut�omatas

Un aut�omata es un dispositivo abstracto que, dada una cadena x sobre un
alfabeto, tras analizar sus s��mbolos, en algunas ocasiones puede �nalizar el
proceso emitiendo una salida que puede ser de aceptaci�on o rechazo (aceptores)
u otra salida simb�olica en forma de cadena (transductores). Al igual que
suced��a con las gram�aticas, existen distintos tipos de aut�omatas que, seg�un su
capacidad de procesamiento, pueden caracterizar distintas clases de lenguajes.
Procederemos a de�nir los aut�omatas m�as simples que permiten reconocer las
clases de lenguajes objeto de estudio en la presente tesis.

De�nici�on 3.6. Un aut�omata �nito (AF) se de�ne como la tupla (Q;�; Æ; I; F )
donde Q es un conjunto �nito de estados, � es un alfabeto de s��mbolos de en-
trada, I � Q es un conjunto de estados iniciales, F � Q es un conjunto de
estados de aceptaci�on y Æ : Q� �! P(Q) es una funci�on de transici�on entre
estados. �

La extensi�on de la funci�on de transici�on entre estados sobre cadenas de
s��mbolos la denotaremos tambi�en como Æ y se de�ne de la siguiente forma

1. Æ(q; �) = fqg

2. Para todo a 2 �, x 2 �� Æ(q; xa) =
S
p2Æ(q;x) Æ(p; a)

De esta forma, el lenguaje que acepta el AF A lo denotamos por L(A) y
es el conjunto fx 2 �� : 9q 2 I ^ Æ(q; x) \ F 6= ;g.

Un resultado bien conocido en la teor��a de aut�omatas y lenguajes es que
la clase de lenguajes aceptados por los aut�omatas �nitos es la clase de los
lenguajes regulares REG.



3.4 Aut�omatas 29

En los aut�omatas �nitos deterministas la funci�on de transici�on Æ queda
de�nida como Æ : Q � � ! Q e I = fq0g. Por otra parte, en los aut�omatas
�nitos con transiciones vac��as la funci�on Æ se de�ne como Æ : Q � � [ f�g !
P(Q). En ambos casos se pueden realizar las extensiones relativas a cadenas
de manera similar al caso anterior. Tambi�en es un resultado cl�asico de la
teor��a de aut�omatas que los aut�omatas deterministas y con transiciones vac��as
no alteran la capacidad de procesamiento respecto de los aut�omatas �nitos
en general. Es decir, en ambos casos, se sigue caracterizando la clase de los
lenguajes regulares.

De�nici�on 3.7. Dado el aut�omata �nito A = (Q;�; Æ; I; F ) su aut�omata
reverso lo denotaremos como Ainv y se de�ne como la tupla (Q;�; Æinv ; F; I),
donde

(8a 2 � [ f�g) (8q 2 Q) Æinv(q; a) = fp : q 2 Æ(p; a)g

�

La relaci�on entre los lenguajes de�nidos porA yAinv es L(Ainv) = [L(A)]inv .
Dado el aut�omata �nito determinista A = (Q;�; Æ; q0; F ) y una relaci�on

binaria de equivalencia entre sus estados �, podemos de�nir el aut�omata co-
ciente A= � como el aut�omata A� = (Q= �;�; Æ�; [q0]�; F= �), donde se de-
�ne Æ�([q]�; a) = [Æ(q; a)]�. Obs�ervese que para que A= � est�e bien de�nido
entonces debe cumplirse la condici�on de unicidad en la funci�on Æ, es decir,
8a 2 � 8p; q 2 Q si p � q entonces Æ(p; a) � Æ(q; a).
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Cap��tulo 4

Aprendizaje de lenguajes

lineales pares

La clase de los lenguajes lineales pares fue de�nida inicialmente por Amar
y Putzolu [1] como una subclase de lenguajes incontextuales (CF). En su
trabajo, Amar y Putzolu proporcionaron una caracterizaci�on de los lenguajes
lineales pares similar a la que realiz�o Nerode para lenguajes regulares [33].
Desde el punto de vista de la caracterizaci�on proporcionada, un lenguaje es
lineal par si y s�olo si es saturado por una quasi-congruencia de ��ndice �nito.
Informalmente, una quasi-congruencia es similar a una congruencia con la
salvedad de que, dadas dos palabras, su equivalencia implica la equivalencia
de nuevas palabras obtenidas al incluir segmentos de igual longitud al inicio y
�nal de las palabras originales (contextos de igual longitud).

Algunos trabajos se han centrado en el problema del aprendizaje de lengua-
jes lineales pares. Por ejemplo, en los trabajos realizados por Radhakrishnan
y Nagaraja [56, 58] se utiliza texto �nito para llevar a cabo un proceso de
inferencia. En el mismo trabajo se muestra c�omo se utilizan las cadenas de
entrada para obtener gram�aticas lineales pares a partir de la informaci�on es-
tructural inducida por las cadenas en forma de esqueletos. De igual forma, se
establecen aquellos subesqueletos que presentan similitud en t�erminos estruc-
turales y de distinguibilidad terminal. El algoritmo de inferencia propuesto
por Radhakrishnan y Nagaraja ha sido aplicado, entre otras tareas, para la
modelizaci�on de un Lenguaje de Descripci�on de Dibujos (Picture Description

Language, PDL) para el reconocimiento de objetos sim�etricos simples. A la
clase caracterizada por el algoritmo propuesto en los trabajos citados ante-
riormente se le conoce como la clase T DELL (Terminal Distinguishable Even
Linear Languages).

31
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Posteriormente, Fernau [16] ha generalizado y rede�nido el concepto de
distinguibilidad terminal relativo a los lenguajes lineales pares y ha caracteri-
zado y propuesto nuevas clases de lenguajes lineales pares identi�cables en el
l��mite a partir de muestra positiva.

Otro estudio llevado a cabo en lo referente al aprendizaje de los lenguajes
lineales pares es el de Takada [70]. En su trabajo, Takada estableci�o que cada
lenguaje lineal par puede ser generado por una gram�atica universal junto con
un conjunto de control que regula la aplicaci�on de sus producciones. Takada
demostr�o que el conjunto de control de cada gram�atica lineal par es un lengua-
je regular. Este resultado permite reducir el problema del aprendizaje de los
lenguaje lineales pares al de los lenguajes regulares. Bajo este planteamien-
to, los datos de entrada son analizados a trav�es de la gram�atica universal y
convertidos en cadenas de reglas a partir de las que se identi�ca el conjunto
de control correspondiente utilizando cualquier algoritmo de identi�caci�on de
lenguajes regulares. Finalmente, se puede obtener una gram�atica lineal par a
partir del conjunto de control inferido con la propiedad de que genera el mis-
mo lenguaje que se obtiene a partir de la gram�atica universal y el conjunto de
control. Siguiendo en la misma l��nea, Takada en un trabajo posterior [72] ha
aplicado la misma t�ecnica para de�nir una jerarqu��a de lenguajes que trans-
cienden a los lenguajes incontextuales y que pueden ser inferidos utilizando la
misma t�ecnica que en el primer trabajo citado anteriormente.

En el presente cap��tulo propondremos una nueva caracterizaci�on de los
lenguajes lineales pares que permitir�a de�nir una gram�atica can�onica asocia-
da a cada lenguaje lineal par. M�as a�un, la gram�atica proporcionada ser�a la
m��nima de entre todas aquellas que se formulen en una forma normal pre-
determinada y que generan el lenguaje lineal par bajo estudio. La unicidad
de la citada gram�atica ser�a cierta salvo gram�aticas isomorfas en cuanto a los
s��mbolos auxiliares.

De esta forma, el problema del aprendizaje de lenguajes lineales pares se
puede abordar, como en el trabajo de Takada, mediante una reducci�on al
aprendizaje de los lenguajes regulares. En este caso, los datos de entrada
sufren una transformaci�on inicial y son utilizados como fuente de informaci�on
para cualquier algoritmo de inferencia de lenguajes regulares. Finalmente, a
partir de la hip�otesis regular obtenida, se puede aplicar una transformaci�on in-
versa que proporciona una gram�atica lineal par consistente con la informaci�on
de entrada inicial.

De entre aquellos trabajos que se relacionan con el aprendizaje de lengua-
jes lineales pares cabe citar el de Koshiba, M�akinen y Takada [40] que han
propuesto una subclase de lenguajes lineales pares identi�cable �unicamente
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a partir de datos positivos que denominan lenguajes LRS(k). En este caso,
siguiendo ideas similares a las expuestas anteriormente en el trabajo de Taka-
da [70], se puede utilizar una gram�atica universal y un conjunto de control
k-reversible identi�cable en el l��mite a partir de datos positivos. Los lengua-
jes lineales pares LRS(k) forman una subclase de los lenguajes lineales pares
LR(k) que, tal y como se muestra en el mismo trabajo, no son identi�cables
a partir de texto.

En relaci�on con estas clases de lenguajes, de�niremos otro rasgo carac-
ter��stico de las gram�aticas lineales pares que es el fuerte determinismo hacia

atr�as que dar�a lugar a las gram�aticas lineales pares SBD que demostraremos
que se corresponden con las gram�aticas lineales pares LRS(0) y, por lo tan-
to, inferibles a partir de datos positivos. Esta �ultima relaci�on entre clases
de gram�aticas resultar�a especialmente interesante cuando, en el cap��tulo si-
guiente, se analicen las mismas clases de gram�aticas en el caso lineal.

4.1 Conceptos b�asicos acerca de los lenguajes li-

neales pares

En primer lugar, vamos a de�nir aquellos conceptos de la teor��a de aut�omatas,
gram�aticas y lenguajes formales no especi�cados en el cap��tulo 3 y que hacen
referencia a los lenguajes y gram�aticas lineales pares.

De�nici�on 4.1. Una gram�atica lineal par es una gram�atica incontextual
G = (N;�; P; S) donde todas las reglas de P toman una de las siguientes
formas

1. A! xBy, donde x; y 2 ��, A;B 2 N y jxj = jyj.

2. A! x, donde x 2 ��, A 2 N .

�

Un lenguaje L es lineal par si existe una gram�atica lineal par que lo genera.
A la clase de los lenguajes lineales pares la denotaremos por ELL. Se cumple
la siguiente relaci�on con respecto a la jerarqu��a de Chomsky

REG � ELL � CF

Dada cualquier gram�atica lineal par, siempre existe otra equivalente donde
cada una de sus producciones puede tomar una de las siguientes formas

1. A! aBb, donde a; b 2 � y A;B 2 N .
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2. A! a, donde a 2 � [ f�g y A 2 N .

Las anteriores formas en las producciones de�nen una forma normal en
las gram�aticas lineales pares. A partir de ahora trabajaremos siempre con
gram�aticas en forma normal mientras no se especi�que lo contrario. Podemos
ahora de�nir el determinismo en las gram�aticas lineales pares como sigue

De�nici�on 4.2. Sea G = (N;�; P; S) una gram�atica lineal par en forma
normal. Diremos que G es determinista si 8 a; b 2 �; 8 A;B;C 2 N si
A! aBb 2 P y A! aCb 2 P entonces B = C.

�

A partir de los su�jos y pre�jos de una cadena se pueden establecer las
subclases de lenguajes lineales pares LR(k) y LRS(k).

De�nici�on 4.3. Sea G = (N;�; P; S) una gram�atica lineal par y el valor
entero k � 0. G es LR(k) si y s�olo si 8 u; v; w 2 ��, 8x 2 (� [ N)� y
8A;B 2 N , si se cumplen las tres siguientes condiciones

1. S
�
)
G
uAv )

G
uxv

2. S
�
)
G
uBw)

G
uxw

3. pref(v; k) = pref(w; k)

entonces A = B.
�

En la misma l��nea, podemos restringir m�as las condiciones de la de�nici�on
anterior y de�nir la siguiente clase de gram�aticas

De�nici�on 4.4. Sea G = (N;�; P; S) una gram�atica lineal par y el va-
lor entero k � 0. G es LRS(k) (LR(k) en sentido fuerte) si y s�olo si 8
u1; u2; v1; v2 2 ��, 8x 2 (� [ N)� y 8A;B 2 N , si se cumplen las cuatro
siguientes condiciones

1. S
�
)
G
u1Av1 )

G
u1xv1

2. S
�
)
G
u2Bv2 )

G
u2xv2

3. pref(v1; k) = pref(v2; k)

4. suf(u1; k) = suf(u2; k)
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entonces A = B.

�

Se puede comprobar que las anteriores de�niciones, a�un siendo distintas
de las proporcionadas por Koshiba, M�akinen y Takada [40], son equivalentes a
ellas. En este caso hemos rede�nido las clases de gram�aticas LR(k) y LRS(k)
con el objetivo de ser m�as expl��citos en cuanto a la equivalencia con la clase
de gram�aticas que de�niremos a continuaci�on.

De�nici�on 4.5. Sea G = (N;�; P; S) una gram�atica lineal par. G es fuerte-
mente determinista hacia atr�as, de forma abreviada SBD (strongly backward

deterministic) sii 8w 2 �� y 8A;B 2 N , si se cumplen las dos siguientes
condiciones

1. A
�
)
G
w, y

2. B
�
)
G
w,

entonces A = B.

�

Obs�ervese que en la mayor��a de los resultados es una condici�on indispen-
sable que las gram�aticas de partida sean reducidas, es decir, que no hayan
s��mbolos ni producciones in�utiles o, lo que es lo mismo, que cada s��mbolo
aparezca en alguna secuencia de derivaci�on que parta del axioma y que todas
las producciones contribuyan a la generaci�on de palabras del lenguaje. As��, a
partir de ahora, trabajaremos exclusivamente con gram�aticas reducidas. De
esta forma, podemos aportar los siguiente resultados que relacionan las tres
clases de gram�aticas que se han de�nido anteriormente.

Lema 4.1. (Koshiba et al. [40]) Para cada valor k � 0 se cumple que si G es
una gram�atica lineal par LRS(k) entonces G es tambi�en LR(k). �

Como aportaci�on al estudio de las gram�aticas de�nidas anteriormente
podemos dar el siguiente resultado

Lema 4.2. Sea G = (N;�; P; S) una gram�atica lineal par reducida. G es
SBD sii G es LRS(0).

Demostraci�on.

Demostraremos las condiciones su�cientes y necesarias expuestas en el lema
para la equivalencia entre las dos clases de gram�aticas
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En primer lugar tomemos G = (N;�; P; S) como una gram�atica lineal

par SBD. Se cumplir�a que, para cada cadena w 2 �� si A
�
)
G
w y B

�
)
G
w

entonces A = B. A partir de la �ultima condici�on podemos observar que
si S

�
)
G

xAy )
G

xzy y S
�
)
G

uBv )
G

uzv entonces A ! z y B ! z son

producciones de la gram�atica y, por lo tanto, A )
G
z

�
)
G
w y B )

G
z

�
)
G
w

donde w 2 �� ya que suponemos que G es una gram�atica reducida y, por lo
tanto, no hay s��mbolos no generativos. Dado que G es SBD entonces A = B y,
por lo tanto, G es LRS(0). Obs�ervese que, en este caso, las condiciones 3 y 4
de la de�nici�on 4.4 se cumplen trivialmente ya que pref(y; 0) = pref(v; 0) = �
y suf(x; 0) = suf(u; 0) = �.

Supongamos ahora que G es una gram�atica lineal par LRS(0) reducida.
Se cumple, de acuerdo con la de�nici�on 4.4 que si A)

G
x, y B )

G
x, entonces

A = B. Obs�ervese que, en este caso, al ser G reducida los s��mbolos A y B
son alcanzables desde S y, al ser G LRS(0) los pre�jos y su�jos de longitud
cero de cualquier forma sentencial donde aparezcan A o B son irrelevantes al
coincidir trivialmente con �. Supongamos ahora que, en la misma gram�atica,
se cumple que A

�
)
G
w, y B

�
)
G
w con w 2 ��. Obviamente, las derivaciones

anteriores las podemos reescribir como sigue

A)
G
w1A1wn )

G
� � � )

G
w1 � � �Ai � � �wn )

G
w1 � � �wi+1 � � �wn = w

B )
G
w1B1wn )

G
� � � )

G
w1 � � �Bi � � �wn )

G
w1 � � �wi+1 � � �wn = w

A partir de las condiciones reformuladas anteriormente de la de�nici�on 4.4 es
f�acil demostrar que, en las anteriores derivaciones Ai = Bi para todo valor i
y, en consecuencia, A = B. Por lo tanto, G es SBD tal y como se pretend��a
demostrar.

�

4.2 Una caracterizaci�on de los lenguajes lineales pa-

res.

En primer lugar, como trabajo previo a la resoluci�on del aprendizaje de los
lenguajes lineales pares, vamos a proporcionar una caracterizaci�on alternativa
de los mismos. A continuaci�on estableceremos que, dada cualquier gram�atica
lineal par (en forma normal), podemos encontrar una gram�atica lineal par
determinista equivalente utilizando una transformaci�on sobre las cadenas del
lenguaje que genera.
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De�nici�on 4.6. Sea � un alfabeto y la cadena x = a1 � � � ak�1akak+1 � � � an,
donde 8i, 1 � i � n, i 6= k, ai 2 � y ak 2 �[f�g. De�nimos los extremos agru-

pados de x, denot�andolo por �(x), a la cadena [a1an]:::[ak�1ak+1]ak. Podemos
de�nir los extremos agrupados de una cadena de forma inductiva como sigue.
� : �� ! (�2 [ �)�

1. (8a 2 � [ f�g) �(a) = a

2. (8a; b 2 �) (8x 2 ��) �(axb) = [ab]�(x)

�

Obs�ervese que � produce un cambio en el alfabeto de las cadenas. As��,
�2 se puede considerar como un nuevo alfabeto donde cada s��mbolo queda
representado por los pares de s��mbolos del alfabeto original.

Podemos extender la de�nici�on a lenguajes y proporcionar los extremos
agrupados de un lenguaje L como �(L) = f�(x) : x 2 Lg.

Adem�as, podemos de�nir la transformaci�on inversa de � como sigue

1. (8a 2 � [ f�g) ��1(a) = a

2. (8a; b 2 �) (8x 2 ��) ��1([ab]x) = a��1(x)b

En este caso, ��1(L) = f��1(x) : x 2 Lg y ��1(�(x)) = x, por lo que
��1(�(L)) = L.

A partir de la anterior de�nici�on se puede establecer que la transformaci�on
� obtiene un lenguaje regular a partir de un lenguaje lineal par y que, a partir
de este hecho, se puede de�nir una relaci�on de ��ndice �nito que caracteriza a
los lenguaje lineales pares.

Teorema 4.1. Si L � �� es un lenguaje lineal par, entonces �(L) es un
lenguaje regular.

Demostraci�on.

Sea el lenguaje L = L(G), donde G = (N;�; P; S) es una gram�atica lineal
par en forma normal. Podemos de�nir el aut�omata �nito A = (Q;�0; Æ; q0; F ),
donde Q = N [ fqfg, qf 62 N , �0 = �2 [ �, q0 = S, F = fqfg y Æ se de�ne
mediante las siguientes reglas

1. Si A! aBb 2 P , entonces B 2 Æ(A; [ab]).

2. Si A! a 2 P , entonces Æ(A; a) = fqfg.
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Por �ultimo, mediante un proceso inductivo se puede demostrar que

(8A 2 N) (8x 2 ��) (A
�
)
G
x sii Æ(A; �(x)) \ F 6= �):

�

Obs�ervese que, si se toma un aut�omata �nito como el que se construye
en el anterior teorema, se puede obtener una gram�atica lineal par equivalente
mediante el proceso inverso resultando, en este caso, la demostraci�on de la
equivalencia trivial. As��, dado un aut�omata A, la gram�atica lineal par que se
obtiene genera el lenguaje ��1(L(A)).

Ejemplo 4.1. Dada la gram�atica lineal par de�nida por las producciones
S ! aSb j aBa j bCb j a j b
B ! aBa j a
C ! bCb j b
el aut�omata que se obtiene de acuerdo a la construcci�on del teorema 4.1

es el siguiente

qf

[bb]

b

a

S

C

B

[aa]

a,b

[ab] [bb]

[aa]

�

Una vez mostrada la relaci�on entre un lenguaje lineal par L y su lenguaje
regular asociado �(L), podemos establecer cierta correspondencia entre los
resultados te�oricos en los lenguaje regulares y aqu�ellos de los lenguajes lineales
pares. As��, podemos obtener una relaci�on de ��ndice �nito ligada a lenguajes
lineales pares que produce resultados similares a los del Teorema de Nerode
para lenguajes regulares [33].

En primer lugar, como muestra de la correspondencia citada anteriormente,
podemos establecer la equivalencia entre las gram�aticas lineales pares no de-
terministas y aquellas que s�� lo son. Lo realizaremos mediante el siguiente
teorema.
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Teorema 4.2. Dada una gram�atica lineal par en forma normalG = (N;�; P; S),
existe una gram�atica lineal par determinista en forma normal G0 tal que
L(G) = L(G0).

Demostraci�on.

Dada G podemos obtener un aut�omata �nito A que acepte �(L(G)) tal y
como se establece en el teorema 4.1. Utilizando operaciones est�andar sobre este
aut�omata [33], podemos obtener un AF determinista A0 equivalente a A. Apli-
cando a A0 la transformaci�on inversa podemos obtener una gram�atica lineal
par G0 que en este caso ser�a determinista y genera el lenguaje ��1(�(L(G))) =
L(G).

�

A partir de cada lenguaje L de�nido sobre � podemos establecer una
relaci�on de equivalencia �L sobre pares de cadenas similar a la de Nerode tal
y como lo de�nimos a continuaci�on.

De�nici�on 4.7. Dado el lenguaje L, diremos que los pares de cadenas (u1; v1)
y (u2; v2) est�an relacionados bajo L (son indistinguibles bajo L) y lo denotamos
como (u1; v1) �L (u2; v2) si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. ju1j = jv1j

2. ju2j = jv2j

3. 8w 2 �� u1wv1 2 L sii u2wv2 2 L o, utilizando una notaci�on alterna-
tiva, diremos que (u1; v1)L = (u2; v2)L, donde (u; v)L = u�1(Lv�1) =
(u�1L)v�1.

�

A partir de la anterior de�nici�on, podemos establecer un resultado de�ni-
tivo que caracteriza a la clase de los lenguaje lineales pares. Lo enunciaremos
mediante el siguiente teorema.

Teorema 4.3. L � �� es un lenguaje lineal par sii �L es de ��ndice �nito.

Demostraci�on.

� Condici�on necesaria.

Sea el lenguaje L = L(G), donde G = (N;�; P; S) es una gram�atica
lineal par determinista tal y como se establece en el teorema 4.2. De�-
nimos la relaci�on �G sobre pares de cadenas como sigue. (u1; v1) �G

(u2; v2) sii
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1. ju1j = jv1j

2. ju2j = jv2j

3. (8A 2 N) S
�
)
G
u1Av1 sii S

�
)
G
u2Av2

Obviamente, �G es de ��ndice �nito, ya que tendr�a tantas clases de equi-
valencia como s��mbolos no terminales tenga la gram�atica. Demostraremos
que si (u1; v1) �G (u2; v2), entonces (u1; v1) �L (u2; v2), y por lo tanto
�L es de ��ndice �nito.

(u1; v1) �G (u2; v2)) 8w 2 ��; u1wv1 2 L sii u2wv2 2 L) (u1; v1) �L

(u2; v2).

� Condici�on su�ciente.

En este caso, supongamos que �L es de ��ndice �nito. De�niremos la
gram�atica G = (N;�; P; S), donde N = f(u; v)L : u; v 2 �� y juj = jvjg,
S = (�; �)L y P se de�ne mediante las siguientes reglas

1. Si (u; v)L = A y (ua; bv)L = B, entonces A! aBb 2 P .

2. Si a 2 A \ (� [ f�g), entonces A! a 2 P .

Comprobemos ahora que L(G) = L. En primer lugar, se puede de-

mostrar que (u; v)L = A sii S
�
)
G
uAv, mediante un proceso inductivo.

Una vez demostrado el anterior enunciado, podemos comprobar que
L(G) = L, mediante una doble inclusi�on.

1. L(G) � L

Tomemos x 2 L(G). Se cumple que S
�
)
G
uAv )

G
uav = x con

juj = jvj y a 2 � [ f�g, entonces (u; v)L = A y a 2 A \ (� [ f�g),
por lo tanto uav = x 2 L.

2. L � L(G)

Tomemos x = uav 2 L con juj = jvj y a 2 � [ f�g, entonces

a 2 (u; v)L = A. Es claro que A ! a 2 P y S
�
)
G
uAv, por lo que

S
�
)
G
uAv )

G
uav = x 2 L(G).

�
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Veamos un ejemplo de c�omo podemos construir una gram�atica lineal par
a partir de la relaci�on de equivalencia tal y como ha quedado establecido en
el anterior teorema.

Ejemplo 4.2. Tomemos el lenguaje L = aa�b�b. Las clases de equivalencia
inducidas por �L son las siguientes

(a; a)L = � (a; a)A = a� = B (a; a)B = a� = B (a; a)C = �
(a; b)L = a�b� = A (a; b)A = a�b� = A (a; b)B = � (a; b)C = �
(b; a)L = � (b; a)A = � (b; a)B = � (b; a)C = �
(b; b)L = � (b; b)A = b� = C (b; b)B = � (b; b)C = b� = C

A partir de las anteriores clases de equivalencia se obtiene la siguiente
gram�atica aplicando la construcci�on del teorema 4.3.

S ! aAb A! aBa j aAb j bCb j a j b j �
B ! aBa j a j � C ! bCb j b j �

�

Finalmente, podemos enunciar un resultado relacionado con el tama~no
m��nimo de las gram�aticas lineales pares.

Teorema 4.4. La gram�atica obtenida seg�un el teorema 4.3 es la gram�atica
lineal par determinista m��nima respecto del n�umero de s��mbolos auxiliares que
genera L y es �unica salvo isomor�smos en los s��mbolos auxiliares.

Demostraci�on.

Tal y como se ha visto en el teorema 4.3, dada una gram�atica lineal par G,
la relaci�on �G es un re�namiento sobre �L, por lo que el n�umero de s��mbolos
auxiliares inducidos por �G, para cualquier gram�atica G, es mayor o igual al
n�umero de s��mbolos inducidos por �L.

�

4.3 Aprendizaje de lenguajes lineales pares.

Una vez presentada la caracterizaci�on de los lenguajes lineales pares, el obje-
tivo es aplicarla para obtener un m�etodo de aprendizaje de los mismos. Puede
comprobarse f�acilmente que el aprendizaje de un lenguaje lineal par L puede
resolverse mediante el aprendizaje de su lenguaje regular asociado �(L). As��,
el problema de aprendizaje de lenguajes lineales pares se reduce al aprendizaje
de los lenguajes regulares. La caracterizaci�on propuesta en la secci�on anterior
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es diferente de la propuesta por Takada [70] pero permite obtener el mismo
resultado desde el punto de vista del aprendizaje.

Un esquema que puede aplicarse para abordar la tarea de aprendizaje en
este caso es el que se propone en la �gura 4.1.

σ     (S)
σ -1

σ -1L(G) = (L(A))entrada S

σ
Muestra de AF Gram. lineal par G

A

Algoritmo de aprendizaje 
de lenguajes regulares

Figura 4.1: Un esquema de aprendizaje de lenguajes lineales pares.

El esquema propuesto es f�acil de entender. Dada una muestra del lenguaje
lineal par, se le aplica la transformaci�on � para obtener una muestra de un
lenguaje regular. Se puede entonces aplicar sobre la muestra transformada
cualquier algoritmo de aprendizaje de lenguajes regulares como el propuesto
por Oncina y Garc��a [51] que, a partir de la muestra de entrada, obtiene como
hip�otesis de salida un aut�omata �nito determinista. Por �ultimo se aplica
la transformaci�on inversa ��1 sobre la hip�otesis de salida y se obtiene una
gram�atica lineal par. Obs�ervese que en el caso de utilizar el algoritmo de
Oncina y Garc��a queda garantizada la identi�caci�on en el l��mite de la clase
REG. As��, la clase ELL tambi�en es identi�cable en el l��mite.

Otra forma de llevar a cabo el proceso de identi�caci�on de la clase ELL
ser��a la adaptaci�on de algoritmos de aprendizaje que trabajen directamente
con la muestra sin necesidad de aplicarle ninguna transformaci�on. As�� se
podr��an adaptar algunos algoritmos que se basan en la t�ecnica de agrupamiento
de estados como son los expuestos en [51] y [73]. Esta aproximaci�on ya fue
expuesta por el autor en [67].

4.4 Explorabilidad local en lenguajes lineales pares

Una vez resuelto el problema gen�erico del aprendizaje de lenguajes lineales
pares, nos proponemos a continuaci�on estudiar algunas clases de lenguajes
que, a partir de reducciones similares a las que hemos expuesto, puedan ser
inferidas mediante algoritmos de aprendizaje de lenguajes regulares a partir
de texto. En concreto, nos centraremos en la explorabilidad local como un
rasgo distintivo de algunos lenguajes lineales pares que habilitan este tipo de
aprendizaje. El an�alisis que nos proponemos realizar se asemeja en cierto modo
al que realizaron Koshiba, M�akinen y Takada [40] en el que establecieron, como
rasgo caracter��stico, la reversibilidad en los lenguajes lineales pares.
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Comenzaremos por de�nir la clase de lenguajes regulares a los que reducire-
mos los lenguajes lineales pares que procedemos a estudiar. Posteriormente,
estableceremos distintos tipos de explorabilidad que dar�an lugar a variaciones
en las clases de lenguajes lineales pares correspondientes.

Conceptos b�asicos sobre explorabilidad local

Los lenguajes localmente explorables fueron de�nidos por McNaughton y Pa-
pert [47]. En su trabajo, establecieron las caracter��sticas que esta subclase
de lenguajes regulares deb��an cumplir. Proporcionaremos, a continuaci�on, la
de�nici�on de los mismos

De�nici�on 4.8. Sea el valor entero k > 0 y la cadena x 2 ��. De�niremos
el vector de k-explorabilidad de x como la tupla vk(x) = (ik(x); tk(x); fk(x)),
donde

ik(x) =

(
x si jxj < k

u : x = uv; juj = k � 1 si jxj � k

fk(x) =

(
x si jxj < k

v : x = uv; jvj = k � 1 si jxj � k

tk(x) = fv : x = uvw; u 2 ��; w 2 ��; jvj = kg
�

De�nici�on 4.9. Para cada valor entero k > 0, de�niremos la relaci�on de
equivalencia �k� �� � �� como sigue:

(8x; y 2 ��) x �k y () vk(x) = vk(y)

�

Se ha demostrado en [47] que �k es una relaci�on de ��ndice �nito y que
�k+1 re�na a �k.

De�nici�on 4.10. Diremos que L � �� es k-explorable sii L es la uni�on
de algunas clases de equivalencia de �k. L es localmente explorable si L es
k-explorable para alg�un valor k > 0. �

Denotaremos a la clase de lenguajes k-explorables por k-LT y a la clase
de lenguajes localmente explorables por LT . Ha sido demostrado en [47] que
LT � REG.
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Otra clase de lenguajes que est�a ��ntimamente relacionada con LT , es la
clase de lenguajes localmente explorables en sentido estricto, introducida en
[47]. La citada clase de lenguajes la de�niremos a continuaci�on.

De�nici�on 4.11. Sea � un alfabeto y Zk = (�; Ik; Fk; Tk), donde Ik; Fk �
��k�1 y Tk � �k. Diremos que L es un lenguaje k-explorable en sentido
estricto si podemos de�nir L mediante la siguiente expresi�on

L \ �k�1�� = (Ik�
�) \ (��Fk)� (��Tk�

�)

Diremos que L es localmente explorable en sentido estricto si es k-explorable
en sentido extricto para alg�un valor entero k > 0. �

Denotaremos a la clase de lenguajes k-explorables en sentido estricto por
k-LT SS y a la clase de lenguajes localmente explorables en sentido estricto
por LT SS. Ha sido demostrado en [47] que LT SS � REG y que k-LT es la
clausura booleana de k-LT SS. Obs�ervese que las clases k-LT y k-LT SS son
cerradas bajo la operaci�on de reverso.

Explorabilidad local en lenguajes lineales pares

Una vez que hemos de�nido la explorabilidad local en relaci�on con los lengua-
jes regulares, nos proponemos aplicar las reducciones que hemos utilizado
de forma gen�erica en los lenguajes lineales pares, para de�nir en los mis-
mos algunos tipos de explorabilidad local. En primer lugar, adem�as de uti-
lizar la transformaci�on � de�nida anteriormente, emplearemos un mor�smo
g : (��) [ � ! �, donde � es un alfabeto cuya cardinalidad cumple que
card(�) � card(�)2 + 2 � card(�). As��, si � = fa1; a2; � � � ; ang y � =
fb1; b2; � � � ; bmg entonces g se de�nir�a como sigue

1. (8ai 2 �) g(ai) = bi

2. (8ai; aj 2 �) g([aiaj ]) = bn+i�n+j

La utilizaci�on del mor�smo g no es estrictamente necesaria. El objetivo
que se persigue al introducirlo en este punto es el de la simpli�caci�on de los
alfabetos empleados en los procesos de inferencia. As��, al utilizar g podemos
volver a trabajar con alfabetos que se componen de s��mbolos simples y no de
pares de s��mbolos como ocurr��a en el anterior apartado.

Procederemos a continuaci�on a de�nir la explorabilidad local en los lengua-
jes lineales pares.
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Entrada: Una muestra �nita de aprendizaje R
M�etodo:

S = ;
8x 2 R
S = S [ fg(�(x))g

H = ALT (S)
Salida: ��1(g�1(H))

Figura 4.2: Un m�etodo de inferencia para lenguajes de LTELL

De�nici�on 4.12. Sea L 2 ELL. Diremos que L es un lenguaje lineal par
localmente explorable sii g(�(L)) 2 LT . Diremos que L es un lenguaje lineal
par localmente explorable en sentido estricto sii g(�(L)) 2 LT SS. �

Denotaremos a la clase de los lenguajes lineales pares localmente explorables
por LTELL y a la clase de los lenguajes lineales pares localmente explorables
en sentido estricto por LT SSELL. Si �jamos un valor k concreto entonces
tendremos las clases de lenguajes k � LTELL y k � LT SSELL. A partir de
la de�nici�on 4.12, podemos dise~nar una t�ecnica de reducci�on que resuelva el
aprendizaje de los lenguajes de LTELL y de LT SSELL aplicando algoritmos de
aprendizaje para las clases LT o LT SS. As��, supongamos que el algoritmo
de aprendizaje para LT es ALT tal y como describe Ruiz en [61], entonces el
m�etodo de reducci�on que podemos emplear se muestra en la �gura 4.2

El m�etodo para el aprendizaje de lenguajes de LT SSELL es similar al
mostrado en la �gura 4.2. En este caso, bastar��a con emplear un m�etodo de
aprendizaje para lenguajes de LT SS como el expuesto en [20]. Suponiendo que
denotamos por ALT SS al citado m�etodo, entonces el algoritmo de inferencia
es el que se muestra en la �gura 4.3.

Veamos a continuaci�on un ejemplo de la reducci�on propuesta en los m�etodos
de aprendizaje expuestos anteriormente.

Ejemplo 4.3. Supongamos que la muestra R se de�ne mediante el conjunto

R = f10; 10001110; 111000111000; 11100001111000g

entonces �(R) queda de�nido por el conjunto

f[10]; [10][01][01][01]; [10][10][10][01][01][01]; [10][10][10][01][01][01][01]g
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Entrada: Una muestra �nita de aprendizaje R
M�etodo:

S = ;
8x 2 R
S = S [ fg(�(x))g

H = ALT SS(S)
Salida: ��1(g�1(H))

Figura 4.3: Un m�etodo de inferencia para lenguajes de LT SSELL

Si aplicamos el mor�smo g tal que g([10]) = a y g([01]) = b entonces
g(�(R)) = fa; abbb; aaabbb; aaabbbbg. A continuaci�on, aplicando el algoritmo
ALT SS(S) sobre g(�(R)), con k = 2, obtenemos una hip�otesis H tal que
��1(g�1(H)) queda de�nida por la gram�atica lineal par con las producciones
siguientes: S ! 1A0; A! 1A0 j 0B1 j �; B ! 1A0 j 0B1 j �. �

Una de�nici�on gramatical de los lenguajes lineales pares local-

mente explorables

Una vez resuelto de forma efectiva el aprendizaje de los lenguajes lineales
pares localmente explorables, podemos aprovechar la reducci�on aplicada en el
mismo para de�nir las caracter��sticas que deben cumplir las gram�aticas lineales
pares que generan los citados lenguajes. Formalizaremos dichas caracter��sticas
mediante la siguiente propiedad.

Propiedad 4.1. Sea el valor entero k > 0 y la gram�atica lineal par G =
(N;�; P; S) de forma que se cumple la siguiente condici�on: (8A 2 N) si

S
�
)
G
x1Ay1 y S

�
)
G
x2Ay2 entonces (8w 2 ��) g(�(x1wy1)) �k g(�(x2wy2)).

Entonces podemos a�rmar que L(G) 2 k �LTELL.

Demostraci�on.

Supongamos que G cumple el enunciado de la propiedad. Entonces, de
forma trivial, las cadenas del lenguaje L(G) pueden obtenerse a partir de
O(card(N)) clases de equivalencia de �k y, por lo tanto, L(G) 2 k �LTELL.

�
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Un resultado similar al anterior puede establecerse para caracterizar las
gram�aticas lineales pares que generan lenguajes de LT SSELL.

4.5 Otras formas de explorabilidad local

En la secci�on anterior hemos mostrado algunas relaciones entre los lenguajes
lineales pares y los lenguajes regulares a partir de las transformaciones � y g.
En esta secci�on cambiaremos las transformaciones anteriores con el objetivo
de de�nir y caracterizar nuevas clases de lenguajes dentro de la clase ELL que
compartan el rasgo de explorabilidad local de forma diferente a las anteriores.

Cadenas bipartidas

Puede observarse f�acilmente que, en cada lenguaje lineal par, todas las cadenas
del mismo pueden dividirse en dos mitades de igual longitud y, posiblemente,
un s��mbolo central que se pueden poner en correspondencia con las cadenas que
aparecen a izquierda y derecha de cada s��mbolo auxiliar en las partes derechas
de las producciones de las gram�aticas que los generan. Tomando esta carac-
ter��stica como punto de partida, podemos de�nir una nueva transformaci�on
sobre cadenas que denominaremos Bipartir y que dividir�a a las mismas en
dos mitades de igual longitud y un s��mbolo central o la cadena vac��a.

Formalmente, para cualquier cadena x 2 ��, de�niremos Bipartir(x) =
fx1; a; xr2g con x = x1ax2 y jx1j = jx2j y a 2 � [ f�g.

Podemos extender esta operaci�on sobre un conjunto �nito y arbitrario de
cadenas S como sigue

Bipartir(S) = fL(S);M(S); R(S)g

donde

L(S) = fx1 2 �� : 9x 2 S; Bipartir(x) = fx1; a; x2gg;
R(S) = fx2 2 �� : 9x 2 S; Bipartir(x) = fx1; a; x2gg y

M(S) = fa 2 � [ f�g : 9x 2 S; Bipartir(x) = fx1; a; x2gg:

Biparticiones sincronizadas vs. no sincronizadas

A partir de la operaci�on Bipartir, de�nida anteriormente, podemos obtener,
mediante algoritmos de inferencia basados en explorabilidad local de lenguajes
regulares, hip�otesis que llamaremos constructores que facilitar�an el proceso de
aprendizaje de lenguajes lineales pares. Aqu�� es importante observar que, si
en una gram�atica lineal par arbitraria, eliminamos las cadenas que aparecen
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Entrada: Un conjunto �nito de aprendizaje S
M�etodo:

TL = L(S) 2 Bipartir(S)
TR = R(S) 2 Bipartir(S)
TM =M(S) 2 Bipartir(S)
HL = ALT (TL)
HR = ALT (TR)
HM = TM

Salida: fHL;HM ;HRg

Figura 4.4: Un m�etodo de inferencia para obtener constructores para biparti-
ciones sincronizadas y no sincronizadas

a la derecha (o a la izquierda) de un s��mbolo auxiliar, entonces la gram�atica
resultante es regular. En la �gura 4.4 mostramos el m�etodo que permite
obtener constructores a partir de la operaci�on Bipartir y cualquier algoritmo
de inferencia para la clase de lenguajes LT .

Veamos a continuaci�on un ejemplo de aplicaci�on del m�etodo expuesto en
la �gura 4.4.

Ejemplo 4.4. Sea el conjunto �nito S de�nido como

S = fabbaabab; abbabaababab; abbabbabbaabababababg,
entonces Bipartir(S) = fL(S); R; (S);M(S)g, donde
L(S) = fabba; abbaba; abbabbabbag,
R(S) = fbaba; bababa; bababababag y

M(S) = f�g.
A continuaci�on aplicaremos un algoritmo de inferencia para la clase LT

que denotamos por ALT , con k = 2 y obtenemos los constructores HL, HR y
HM donde las clases de equivalencia obtenidas por el algoritmo de aprendizaje
en cada uno de los constructores quedan de�nidas por los siguientes conjuntos

HL = f[�]�2 ; [a]�2 ; [ab]�2 ; [abb]�2 ; [abba]�2 ; [abbab]�2g
HR = f[�]�2 ; [b]�2 ; [ba]�2 ; [bab]�2 ; [baba]�2g
HM = f�g

�

Una vez obtenidos los constructores a partir de un conjunto �nito, pode-
mos de�nir diferentes subclases de lenguajes lineales pares en funci�on de c�omo
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relacionemos las clases de equivalencia de los constructores. En este caso,
pretendemos combinar las clases de equivalencia de la relaci�on �k que hemos
inferido a partir del algoritmo ALT . Por otra parte, resulta obvio que, los con-
juntos obtenidos a partir de la transformaci�on Bipartir forman un lenguaje
regular localmente explorable.

Las combinaciones entre las clases de equivalencia de L(S) y R(S) que
hemos citado las realizaremos mediante sincronismo o ausencia de sincronis-

mo. Informalmente, el sincronismo entre las clases de equivalencia signi�ca
que, si tomamos cualquier cadena del conjunto de aprendizaje x = x1ax2 2 S,
entonces la clase de equivalencia obtenida para x1 debe combinarse con aquella
obtenida para xr2. De esta forma, podemos de�nir la relaci�on �k entre cadenas
como sigue: 8x; y 2 �� con x = x1ax2, y = y1by2, jx1j = jx2j; jy1j = jy2j y
a; b 2 � [ f�g

x �k y () vk(x1) = vk(y1) ^ vk(x2) = vk(y2)

A partir de la relaci�on �k de�niremos una clase de lenguajes que tome en
cuenta el sincronismo ente las clases de equivalencia.

De�nici�on 4.13. Diremos que el lenguaje L � �� es k-explorable sincroniza-
do bipartido sii es la uni�on de algunas clases de equivalencia de �k. L es
localmente explorable sincronizado bipartido si L es k-explorable sincronizado
bipartido para alg�un valor entero k > 0. �

Denotaremos a la clase de los lenguajes lineales pares localmente explorables

sincronizados bipartidos por LT SHSELL. Fijando un valor entero k ten-
dremos la clase de lenguajes k�LT SHSELL. Podemos inferir lenguajes de la
clase LT SHSELL mediante el m�etodo expuesto en la �gura 4.5.

La identi�caci�on en el l��mite de la clase LT SHSELL puede ser f�acilmente
deducible a partir de la convergencia de las hip�otesis HL y HR utilizando el
algoritmo ALT . Obs�ervese que el m�etodo propuesto en la �gura 4.5 es conser-
vativo, lo que quiere decir que s�olo se combinan aquellas clases de equivalencia
de la relaci�on �k que tienen alg�un representante en el conjunto de aprendizaje.

Ejemplo 4.5. Tomemos el conjunto de aprendizaje y los constructores de�nidos
en el ejemplo 4.4. La hip�otesis obtenida por el m�etodo propuesto en la �gura
4.5 es la gram�atica lineal par de�nida por las siguientes producciones

A00 ! aA11b A44 ! bA53b j �
A11 ! bA22a A53 ! aA44a j bA54a
A22 ! bA33b A54 ! bA53b j aA43b
A33 ! aA44a A43 ! bA54a

�
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Entrada: Un conjunto �nito de aprendizaje A y constructores HL;HM y HR

M�etodo:

Enumerar HL y HR

/* card(HL) = n y card(HR) = m */
N = fAij : 0 � i < n; 0 � j < mg
S = A00

8x 2 A
8u; v; w 2 �� 8a; b 2 � : x = uawbv con juj = jvj
/* [u]�k

es la i-�esima clase de equivalencia en HL */
/* [vr]�k

es la j-�esima clase de equivalencia en HR */
/* [ua]�k

es la k-�esima clase de equivalencia en HL */
/* [vrb]�k

es la l-�esima clase de equivalencia en HR */
Aij ! aAklb 2 P
si w 2 HM entonces Akl ! w 2 P

Salida: G = (N;�; P; S)

Figura 4.5: Un m�etodo de inferencia para lenguajes de LT SHSELL.

El siguiente resultado muestra las caracter��sticas que cumplen las gram�aticas
lineales pares que generan los lenguajes de la clase LT SHSELL.

Propiedad 4.2. Sea el valor entero positivo k > 0 y la gram�atica lineal par
G = (N;�; P; S) de forma que la siguiente condici�on se cumple: (8A 2 N)

si S
�
)
G

x1Ay1 entonces S
�
)
G

x2Ay2 sii x1 �k x2 y y1 �k y2. Entonces,

L(G) 2 k �LT SHSELL.

Demostraci�on.

Supongamos que la gram�atica G cumple el enunciado de la propiedad. De
forma trivial, tomemos dos cadenas distintas de L(G) que puedan ser obtenidas
en la gram�atica mediante los siguientes procesos de derivaci�on

S
�
)
G
x1Ay1 )

G
x1ay1

S
�
)
G
x2Ay2 )

G
x2ay2

Puede demostrarse f�acilmente que, de acuerdo con las anteriores derivaciones,
x1 �k x2 e y1 �k y2. As��, las cadenas del lenguaje L(G) pueden obtenerse
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con un m�aximo de O(card(N)) clases de equivalencia de la relaci�on �k. En
consecuencia, L(G) 2 k �LT SHSELL

�

La de�nici�on de lenguajes bipartidos no sincronizados lineales pares es
bastante simple. En este caso, basta con no forzar el enlace entre las clases de
equivalencia obtenidas por la derecha o la izquierda. De�niremos la relaci�on
entre cadenas �k como sigue: 8x; y 2 �� con x = x1ax2, y = y1by2, jx1j =
jx2j; jy1j = jy2j y a; b 2 � [ f�g

x �k y () vk(x1) = vk(y1) _ vk(x2) = vk(y2)

A continuaci�on de�niremos los lenguajes que se pueden formar a partir de
la anterior relaci�on.

De�nici�on 4.14. Diremos que L � �� es un lenguaje k-explorable no sin-
cronizado bipartido sii es la uni�on de algunas clases de equivalencia de la
relaci�on �k. L es localmente explorable no sincronizado bipartido si es k-
explorable no sincronizado bipartido para alg�un valor k > 0. �

Denotaremos a la clase de lenguajes lineales pares localmente explorables no

sincronizados bipartidos por LT NSHSELL. Fijando un valor entero positivo k
tendremos la clase de lenguajes k�LT NSHSELL. Podemos inferir lenguajes
de la clase LT NSHSELL a partir del m�etodo expuesto en la �gura 4.6.

Al igual que suced��a con la anterior clase de lenguajes, la identi�caci�on en
el l��mite de la clase LT NSHSELL puede ser f�acilmente demostrada a partir
de la convergencia de las hip�otesis HL y HR empleando el algoritmo ALT .

Veamos un ejemplo de aplicaci�on del algoritmo mostrado en la �gura 4.6.

Ejemplo 4.6. Tomemos el conjunto de aprendizaje y los constructores de�nidos
en el ejemplo 4.4. La hip�otesis obtenida por el m�etodo de la �gura 4.6 queda
de�nida por la gram�atica con las siguientes producciones

S ! aA1La j aA1Lb j aA1Rb j bA1Rb

A0L ! aA1La j aA1Lb A0R ! aA1Rb j bA1Rb

A1L ! bA2La j bA2Lb A1R ! aA2Ra j bA2Ra

A2L ! bA3La j bA3Lb A2R ! aA3Rb j bA3Rb

A3L ! aA4La j aA4Lb A3R ! aA4Ra j bA4Ra

A4L ! � j bA5La j bA5Lb A4R ! � j aA3Rb j bA3Rb

A5L ! aA4La j aA4Lb j bA5La j bA5Lb

�
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Entrada: Un conjunto �nito de aprendizaje A y constructores HL;HM y HR

M�etodo:

Enumerar HL y HR

/* card(HL) = n y card(HR) = m */
N = fAiL : 0 � i < ng [ fAjR : 0 � j < mg [ fSg
8x 2 A
8u 2 �� 8a 2 � : x = uawv con juaj � jvj
/* [u]�k

es la i-�esima clase de equivalencia de HL */
/* [ua]�k

es la k-�esima clase de equivalencia de HL */
8b 2 �

AiL ! aAkLb 2 P
si w 2 HM entonces AkL ! w 2 P

8x 2 A
8v 2 �� 8b 2 � : x = uwbv con jbvj � juj
/* [vr]�k

es la i-�esima clase de equivalencia de HR */
/* [vrb]�k

es la k-�esima clase de equivalencia de HR */
8a 2 �

AiR ! aAkRb 2 P
si w 2 HM entonces AkR ! w 2 P

si A0L ! � entonces S ! � 2 P
si A0R ! � entonces S ! � 2 P

Salida: G = (N;�; P; S)

Figura 4.6: Un m�etodo para inferir lenguajes de LT NSHSELL

En cuanto a las caracter��sticas de las gram�aticas que generan los lenguajes
de la clase LT NSHSELL, podemos establecer el siguiente resultado.

Propiedad 4.3. Sea el valor entero k > 0 y la gram�atica lineal par G =
(N;�; P; S) que cumple la siguiente condici�on: (8A 2 N) si S

�
)
G

x1Ay1

entonces S
�
)
G

x2Ay2 sii x1 �k x2 o y1 �k y2. Entonces, L(G) 2 k �

LT NSHSELL.

Demostraci�on.

Supongamos que la gram�atica G cumple la condici�on que enuncia la propiedad.
Puede comprobarse f�acilmente que, si tomamos dos cadenas distintas de L(G)
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que se puedan obtener mediante los siguiente procesos derivativos en la gram�atica

S
�
)
G
x1Ay1 )

G
x1ay1

S
�
)
G
x2Ay2 )

G
x2ay2

entonces, de acuerdo con las derivaciones anteriores, x1 �k x2 o y1 �k y2.
Las cadenas del lenguaje L(G) pueden obtenerse como m�aximo a partir de
O(card(N)) clases de equivalencia de la relaci�on �k. Por lo tanto, L(G) 2
k �LT NSHSELL �

Finalmente, a partir de las propiedades 4.2 y 4.3, podemos deducir el
siguiente resultado

Corolario 4.1. LT NSHSELL � LT SHSELL �

4.6 Conclusiones y problemas abiertos

En este cap��tulo hemos estudiado algunas caracter��sticas de las gram�aticas li-
neales pares que posibilitan su identi�caci�on mediante una reducci�on al apren-
dizaje de lenguajes regulares. En el caso de la explorabilidad local, hemos �ja-
do como lenguajes regulares aqu�ellos de�nidos por las clases LT y LT SS. En
ambos casos, las reducciones que se han proporcionado han sido polin�omicas
lo que implica que los m�etodos de aprendizaje han resultado e�cientes desde
el punto de vista de complejidad computacional.

Los futuros trabajos que se pueden derivar a partir de lo expuesto en el
presente cap��tulo los podemos exponer como sigue

� En las formas de explorabilidad local que se han planteado, podemos
sustituir las clases de lenguajes regulares por otras subclases como las
que se de�nen en [61]. Este cambio en las clases de lenguajes regulares
nos conducen a nuevas de�niciones de lenguajes lineales pares tales como
localmente testables por la izquierda, por la derecha, a trozos, etc.

� A partir de las caracterizaciones algebraicas de los lenguajes localmente
testables basadas en la Teor��a de semigrupos, se puede establecer un tra-
bajo en paralelo que caracterice las propiedades de las cuasi-congruencias
que de�nen los lenguajes lineales pares.

� Las relaciones entre las clases LT SHSELL, LT NSHSELL, LT ELL y
LT SSELL no han sido analizadas en profundidad. En concreto existen
indicios que nos permiten pensar que la inclusi�on del corolario 4.1 es, en
realidad, una inclusi�on propia y que LT ELL = LT SHSELL.
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Cap��tulo 5

Aprendizaje de lenguajes

lineales

La clase de los lenguajes lineales [65] presenta algunas propiedades interesantes
desde el punto de vista de la teor��a de lenguajes y de la inferencia gramatical.
En esta clase se presentan algunos problemas que se repetir�an en otras clases
superiores y que justi�can la utilizaci�on de la informaci�on estructural como
fuente de informaci�on para el proceso de inferencia. Los lenguajes lineales
forman una familia que est�a propiamente incluida en la familia de los lenguajes
incontextuales y que contienen propiamente a otras familias de lenguajes como
son los lineales pares [1] que hemos tratado en el cap��tulo anterior. Por otra
parte, existe una fuerte relaci�on entre los lenguajes lineales y las transducciones
racionales [6].

Tal y como hemos indicado anteriormente, en los lenguajes lineales ya
aparecen algunos de los problemas caracter��sticos de otras clases superiores,
en especial de los lenguajes incontextuales, cuya resoluci�on se ha demostrado
indecidible o con una complejidad computacional elevada. De entre estos
problemas destacaremos los siguientes

1. El problema de la equivalencia [60].

Dadas dos gram�aticas lineales G1 y G2 es indecidible establecer si son
equivalentes, es decir si L(G1) = L(G2).

2. El problema de la ambig�uedad [26].

Dada una gram�atica lineal m��nima1 es indecidible establecer si es o no
1Una gram�atica lineal m��nima se de�ne como aquella en la que el alfabeto de s��mbolos

no terminales contiene un �unico s��mbolo.

55
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ambigua.

3. El problema del conjunto caracter��stico [10].

Dada una gram�atica lineal no es posible calcular un conjunto �nito que
permita su identi�caci�on en tiempo polin�omico.

4. El problema de la equivalencia estructural [36].

Dadas dos gram�aticas lineales G1 y G2 establecer si son estructural-
mente equivalentes es PSPACE completo. Dos gram�aticas lineales son
estructuralmente equivalentes si el conjunto de esqueletos asociados a las
derivaciones de las palabras de los lenguajes que de�nen son id�enticos.

Los problemas acerca de la equivalencia, la equivalencia estructural y otros
como la cobertura de gram�aticas y la decidibilidad de la linealidad de los
lenguajes formales han sido debidamente estudiados a lo largo del tiempo
[25, 26, 27, 35, 36, 37, 54, 60, 66].

El trabajo realizado acerca de la identi�caci�on de lenguajes lineales no
ha sido muy frecuente en la literatura sobre el tema. Fundamentalmente, la
comunidad cient���ca se ha centrado en la inferencia de lenguajes incontextuales
que, en consecuencia, incluye la inferencia de lenguajes lineales. Podemos
citar, entre otros trabajos, una aportaci�on del autor acerca de la inferencia
heur��stica de cierta subclase de lenguajes lineales [68] y, recientemente, el
aprendizaje de lenguajes lineales deterministas a partir de muestra completa
[11].

En el presente cap��tulo abordaremos el aprendizaje de ciertas subclases
de lenguajes lineales a partir de informaci�on estructural. En concreto nos
centraremos en algunos rasgos de las gram�aticas lineales como son la distin-

guibilidad estructural y terminal, la explorabilidad local y la reversibilidad.

5.1 Conceptos b�asicos acerca de los lenguajes li-

neales

Al igual que hemos hecho en el cap��tulo anterior, vamos a proporcionar los
conceptos b�asicos acerca de los lenguajes lineales, de los cuales nos ocuparemos
en el presente cap��tulo. El resto de conceptos que se utilizan han sido de�nidos
previamente en el cap��tulo 3 de la presente memoria.

De�nici�on 5.1. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica. Diremos que G es lineal
si cada una de las producciones de P puede tomar una de las dos siguientes
formas
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1. A! xBy A;B 2 N x; y 2 ��

2. A! w A 2 N w 2 ��

Podemos adoptar la siguiente forma normal para las gram�aticas lineales

1. A! aBb A;B 2 N ab 2 �

2. A! a A 2 N a 2 � [ f�g

�

En general, cuando nos re�ramos a gram�aticas lineales se entender�an en
forma normal y reducidas, es decir, sin producciones unitarias ni s��mbolos
in�utiles. M�as a�un, podemos eliminar las producciones A ! � y trabajar
�unicamente con lenguajes lineales que no contengan la cadena vac��a. Esta es
una restricci�on que no restar�a generalidad a la mayor��a de resultados que se
presentar�an a lo largo del cap��tulo.

La clase de los lenguajes lineales la denotaremos por LIN y es una clase
intermedia entre los lenguajes regulares y los libres de contexto. Es decir se
cumple la siguiente relaci�on entre familias de la jerarqu��a de Chomsky

REG � ELL � LIN � CF

Los �arboles de derivaci�on de las gram�aticas lineales presentan una forma
similar a los de las gram�aticas regulares con la salvedad que los hijos con eti-
quetas terminales pueden situarse indistintamente a la izquierda o a la derecha
de un nodo interno.

Ejemplo 5.1. Sea la gram�atica lineal de�nida por las producciones

S ! Aa j bB j a; A! aA j aB B ! b j Bb

El �arbol de derivaci�on para la cadena aabbba se muestra en la �gura 5.1 junto
con su esqueleto correspondiente

�

En el caso de los lenguajes lineales, la de�nici�on de gram�aticas LR(k)
var��a respecto de la utilizada en las gram�aticas lineales pares en el cap��tulo
anterior. El motivo fundamental es que, mientras que en las gram�aticas lineales
pares se puede tener un control a priori sobre la forma en que se derivan las
cadenas del lenguaje que consiste en derivar los extremos de la cadena s��mbolo
a s��mbolo para �nalizar en el centro de la misma, en las gram�aticas lineales se
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S

A a

A
a

a B

B b

B b

b

a

b

a

a

b

b

Figura 5.1: Ejemplo de �arboles de derivaci�on y esqueletos en gram�aticas li-
neales en forma normal

pueden dar cambios de linealidad a izquierda a linealidad a derecha imposibles
de predecir mediante una forma normal. Con todo ello, las relaciones entre
gram�aticas LR(k) y SBD lineales variar�a respecto del caso de las gram�aticas
lineales pares que hemos visto en el cap��tulo anterior. Vamos en primer lugar
a proporcionar la de�nici�on correspondiente de gram�aticas LR(k) lineales.

De�nici�on 5.2. Sea G = (N;�; P; S) una gram�atica lineal. Diremos que G
es LR(k) si y s�olo si para todo u; u0; v; v0 2 ��, x; x0 2 (N [ �)� y A;A0 2 N
si se cumplen las tres siguientes condiciones

1. S
�
)
G
uAv )

G
uxv

2. S
�
)
G
u0A0v0 )

G
u0x0v0

3. pref(uxv; juxj+ k) = pref(u0x0v0; juxj+ k)

entonces A = A0, x = x0 y u = u0.
�

Por otra parte, la de�nici�on de gram�aticas lineales SBD coincide con las
lineales pares de la de�nici�on 4.5. En este caso la relaci�on entre gram�aticas
lineales SBD y LR(k) no es el mismo que en el de las gram�aticas lineales
pares tal y como se expresa en el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Las clases de gram�aticas lineales LR(k) y SBD son incompa-
rables.
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Demostraci�on.

Para demostrar la veracidad del enunciado bastar�a con proporcionar ejem-
plos de gram�aticas SBD que no sean LR(k) para ning�un valor de k y viceversa.

Tomemos la gram�atica de�nida por las siguientes reglas

S ! aA D ! Cc j Ec S ! aH K ! Lc
A! Bg E ! bF H ! Ii L! Kc jMc j Gc
B ! Cf F ! bE j bG I ! bJ M ! c
C ! Dc G! d J ! bI j Kh

En la anterior gram�atica pueden obtenerse las siguientes derivaciones

S
�
)
G
absLcrhi)

G
absGccrhi

S
�
)
G
abpFclfg )

G
abpbGclfg

Tal y como se muestra en las anteriores derivaciones, se puede tomar u =
abs, v = crhi, x = Gc, u0 = abp, v0 = clfg y x0 = bG. La anterior gram�atica
es SBD y, para cualquier valor seleccionado de k, podemos encontrar valores
para s; p; r y l de forma que pref(uxv; juxj+k) sea igual a pref(u0x0v0; juxj+k)
con L 6= F .

Por otra parte, podemos tomar la siguiente gram�atica LR(0)

S ! bA A! Bcc
B ! bA j cC j aD C ! d
D ! d

Es f�acil ver que la anterior gram�atica no es SBD ya que C ! d y D ! d
son producciones de la gram�atica

�

Por otra parte, el problema de decidir si una gram�atica lineal es o no SBD
es indecidible tal y como se expresa en el siguiente resultado.

Lema 5.1. Sea G una gram�atica lineal. Es indecidible establecer si G es
SBD.

Demostraci�on.

Para demostrar la veracidad del enunciado reduciremos el Problema de la

Correspondencia de Post (PCP) [55] al problema de establecer si una gram�atica
lineal es SBD.
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Tomemos una instancia del PCP de�nido por las listasX = fx1; x2; � � � ; xng
e Y = fy1; y2; � � � ; yng, donde (8i 1 � i � n) xi; yi 2 ��. Una soluci�on a�rma-
tiva del PCP consiste en una secuencia de��ndices j1; � � � ; jk donde 8i 1 � i � k
ji 2 f1; � � � ; ng de forma que se cumple que xj1xj2 � � � xjk = yj1yj2 � � � yjk . Por
otra parte, una soluci�on negativa indica que la anterior secuencia de ��ndices
no existe. Este problema fue demostrado como indecidible [55], es decir no
existe ning�un algoritmo que resuelva a�rmativa o negativamente una instancia
arbitraria de PCP.

A partir de las anteriores listas, construimos la gram�atica lineal G =
(fS;A;Bg;�[f1; 2; � � � ; ng; P; S) donde las producciones de P se de�nen me-
diante las reglas siguientes

1. S ! AjB

2. 8i 1 � i � n A! xiAijxii

3. 8i 1 � i � n B ! yiBijyii

Se puede demostrar f�acilmente que existe una secuencia de��ndices j1; j2; � � � ; jk
de forma que

xj1 � � � xjk = yj1 � � � yjk sii A
�
) xj1 � � � xjkjk � � � j1 y B

�
) yj1 � � � yjkjk � � � j1

con xj1 � � � xjk = yj1 � � � yjk .
Es decir existe soluci�on en PCP sii G no es SBD.

�

De�nici�on 5.3. Sea G una gram�atica lineal. Diremos que G presenta fuerte

determinismo estructural hacia atr�as si se cumple que 8w 2 L(G), si A
�
)
G
w

y B
�
)
G
w entonces A = B y el A-�arbol con resultado w es �unico. �

A las gram�aticas con fuerte determinismo estructural hacia atr�as las de-
nominaremos gram�aticas SSBD (strongly structural backward deterministic).
Se cumple la siguiente propiedad que relaciona las gram�aticas SBD y SSBD.

Propiedad 5.1. Sea G una gram�atica lineal. Se cumplen los siguientes
enunciados:

1. Si G es SSBD entonces G es SBD.

2. Si G es SBD entonces G no es necesariamente SSBD.

Demostraci�on.
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La primera parte del enunciado se cumple trivialmente a partir de las
de�niciones de gram�aticas SBD y SSBD. Para veri�car la segunda parte
del enunciado tomaremos la gram�atica de�nida por las producciones S ! aA;
A ! bB j Bc y B ! c j b. La gram�atica anterior es SBD pero no SSBD
ya que las derivaciones A ) bB ) bc y A ) Bc ) bc de�nen �arboles de
derivaci�on distintos para la cadena bc partiendo del auxiliar A.

�

Por otra parte, al igual que suced��a con las gram�aticas SBD, resulta in-
decidible establecer si una gram�atica lineal arbitraria es SSBD tal y como se
establece en el siguiente resultado.

Propiedad 5.2. Sea G = (N;�; P; S) una gram�atica lineal arbitraria. Es
indecidible establecer si G es SSBD.

Demostraci�on.

A partir de la demostraci�on del lema 5.1, podemos observar que, en la
gram�atica que se obtiene a partir de las listas de la instancia del PCP, es-
tablecer si la citada gram�atica es SBD equivale a establecer si existe m�as
de un S-�arbol para alguna cadena del lenguaje. Por lo tanto, se podr��a re-
solver el problema PCP a partir de la resoluci�on del enunciado expuesto en la
propiedad. �

Obs�ervese que, en las anteriores de�niciones de gram�aticas lineales SBD,
SSBD y LR(k) se ha introducido cierto tipo de determinismo. El determi-
nismo en los lenguajes lineales ha sido tratado previamente en trabajos como
[2] y [32] donde se aborda el aspecto de complejidad computacional de las
tareas de an�alisis. Existen distintas de�niciones de determinismo relativas a
los lenguajes lineales y, en el presente trabajo, se tratar�a con aquellas que se
deducen de las de�niciones anteriores.

5.2 Distinguibilidad terminal y estructural

El problema de la identi�caci�on de los lenguajes lineales presenta m�ultiples
di�cultades. Por una parte, la identi�caci�on exacta en tiempo polin�omico
no es posible a partir de un conjunto �nito de datos polin�omico tal y como
se enunci�o en el problema del conjunto caracter��stico [10]. Por otra parte, la
identi�caci�on en el l��mite a partir de datos positivos tampoco es posible ya que
en la clase de los lenguajes lineales no se cumplen las condiciones de Angluin
para la identi�caci�on a partir de datos positivos [3]. Ni siquiera la estructura
de una gram�atica lineal puede ser aprendida a partir de ejemplos positivos
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estructurales (esqueletos) tal y como se ver�a en el pr�oximo cap��tulo. Bajo
esta situaci�on, se presentan varias opciones que permiten obtener algoritmos
caracterizables de identi�caci�on referidos a la clase de los lenguajes lineales.
Entre las distintas opciones podemos citar las dos siguientes

1. Identi�caci�on en el l��mite a partir de presentaci�on completa del lenguaje.
Este marco de trabajo evita el problema del conjunto caracter��stico ya
que no se exige una identi�caci�on exacta a partir de un conjunto �nito
de datos. Tambi�en se evitan las condiciones de Angluin al trabajar con
presentaci�on completa.

2. Restricci�on de la clase de lenguajes obteniendo una subclase de los
lenguajes lineales que pueda ser inferida en tiempo polin�omico a par-
tir de un conjunto caracter��stico.

Es la �ultima aproximaci�on la que adoptaremos en este cap��tulo. Para ello,
de�niremos dos propiedades no triviales de las gram�aticas lineales que per-
miten de�nir una subclase de los lenguajes lineales con el objetivo de plantear
algoritmos e�cientes de identi�caci�on. Las dos caracter��sticas a las que nos
referimos son la distinguibilidad terminal y el determinismo estructural. Infor-
malmente, la distinguibilidad terminal supone que, en una gram�atica lineal,
una situaci�on de indeterminismo se puede resolver mediante la distinci�on de
los s��mbolos terminales que pueden llegar a derivar los auxiliares involucrados
en esa situaci�on. Por otra parte, el determinismo estructural supone la no
ambig�uedad de las gram�aticas lineales ni siquiera de forma parcial, esto es
referido a cualquier segmento de una derivaci�on de una cadena del lenguaje.

A partir de la funci�on de s��mbolos terminales, ter(�), proporcionada en
el cap��tulo 3, podemos formalizar el concepto de distinguibilidad terminal.
Veamos un ejemplo de conjuntos de s��mbolos terminales referido a gram�aticas
lineales.

Ejemplo 5.2. Sea la gram�atica lineal G de�nida por las producciones

S ! aA j bB j b; A! aA j Ba j b; B ! bB j b

tenemos los siguientes conjuntos
ter(L(S;G)) = fa; bg
ter(L(A;G)) = fa; bg
ter(L(B;G)) = fbg �

De�nici�on 5.4. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica lineal. Diremos que G
presenta distinguibilidad terminal si cumple las siguientes condiciones
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1. (8A;B;C 2 N) si (A! aB ^ A! aC) _ (A! Ba ^ A! Ca)
entonces ter(L(B;G)) 6= ter(L(C;G)).

2. (8A 2 N) (8x; y 2 L(A;G)) ter(x) = ter(y)

�

A los lenguajes generados por gram�aticas lineales con distinguibilidad ter-
minal los denominaremos lenguajes lineales distinguibles por s��mbolos ter-

minales. La distinguibilidad terminal es una propiedad no trivial de las
gram�aticas lineales que resulta decidible tal y como se plantea en el siguiente
resultado.

Lema 5.2. Sea G una gram�atica lineal en forma normal. Es decidible es-
tablecer si G presenta distinguibilidad terminal.

Demostraci�on.

Partiendo de una gram�atica G = (N;�; P; S) lineal en forma normal, para
comprobar si presenta distinguibilidad terminal basta con comprobar si cumple
las dos condiciones enunciadas en la de�nici�on 5.4. Veamos si cumple cada
una de esas condiciones por separado.

Para la condici�on (1) basta con calcular el conjunto de s��mbolos terminales
asociados al lenguaje de cada auxiliar, es decir, calcular 8A 2 N ter(L(A;G)).
Este c�alculo se reduce al c�alculo de s��mbolos terminales alcanzables desde un
auxiliar en una gram�atica incontextual. Puede consultarse en [33] un algortimo
que lo resuelve. Una vez calculados los terminales de cada auxiliar entonces
comprobar si se cumple la condici�on (1) resulta trivial ya que se reduce a
comprobar si la intersecci�on de dos conjuntos �nitos es distinta o no del vac��o.

La condici�on (2) tambi�en se puede comprobar mediante un algoritmo. Para
ello supongamos que, dado el auxiliar A 2 N , de�nimos �A = ter(L(A)) =
fa1; � � � ; ang. Podemos construir expresiones regulares a partir de �A que
den cuenta, de forma selectiva, de las cadenas que se pueden formar con
subconjuntos de �A. Para formar expresiones regulares vamos a de�nir en
primer lugar para una cadena x = a1 � � � an las permutaciones de la cade-
na y lo denotaremos por perm(x). A continuaci�on de�niremos la operaci�on
mezcla(L; a1 � � � an) = La1La2L � � �LanL. De esta forma, tomando un sub-
conjunto de s��mbolos de �A formado por fa1; � � � ; apg la expresi�on regular
de�nida como X

y2perm(a1���ap)

mezcla(fa1; � � � apg
�; y)
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denota el conjunto de todas las cadenas formadas por los s��mbolos a1; � � � ; ap
donde siempre aparecen todos los s��mbolos.

Por otra parte, a partir de G podemos de�nir para todo s��mbolo auxiliar
A la gram�atica GA = (NA;�A; PA; A), donde el conjunto de auxiliares, las
producciones y el conjunto de terminales se de�nen a partir de los s��mbolos
alcanzables desde A y el axioma pasa a ser A. Est�a demostrado que la intersec-
ci�on entre un lenguaje incontextual y un lenguaje regular proporciona siempre
un lenguaje incontextual [33]. M�as a�un, se puede construir una gram�atica in-
contextual que genere el resultado de la intersecci�on tomando una gram�atica
incontextual y una expresi�on regular. Tambi�en ha sido demostrado como de-
cidible establecer si el lenguaje generado por una gram�atica incontextual es o
no vac��o [33]. A partir de los anteriores resultados el algoritmo de la �gura
5.2 comprueba si en una gram�atica lineal se cumple la condici�on (2) o no.

�

Entrada : Una gram�atica lineal G = (N;�; P; S) en forma normal.

Salida : Si si G cumple la condici�on (2) de distinguibilidad terminal.
No si G no cumple la condici�on (2) de distinguibilidad terminal.

M�etodo :

(1) 8A 2 N se de�ne GA = (NA;�A; PA; A), con card(�A) = n.

(2) 8Mi 2 P(�A) : Mi = fa1; a2; � � � ; ajig se de�ne

ri =
P

y2perm(a1���aji )
mezcla(fa1; � � � ; ajig

�; y)

L(GAi) = L(GA) \ ri.

(3) Si existe m�as de un lenguaje L(GAi) 6= ; el algoritmo da como
salida No.

(4) En otro caso da como salida Si.

�nM�etodo

Figura 5.2: M�etodo de comprobaci�on de la condici�on (2) de distinguibilidad
terminal en una gram�atica lineal.
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5.3 De�nici�on de los lenguajes T SDL

A partir de las anteriores de�niciones de distinguibilidad terminal y fuerte
determinismo estructural hacia atr�as se puede establecer una nueva subclase
de lenguajes lineales. Dado que las dos propiedades no son triviales para los
lenguajes lineales, existen algunos lenguajes que las poseen y otros que no.
Incluso el estado de no trivialidad de la distinguibilidad terminal en lenguajes
regulares tambi�en se mantiene, por lo que la nueva clase es incomparable en
relaci�on con los lenguajes lineales pares, con los lenguajes regulares e incluso
con los lenguajes �nitos.

De�nici�on 5.5. Sea G una gram�atica lineal en forma normal. Diremos que
G es distinguible por s��mbolos terminales y estructura (TSDL, Terminal and

Structural Distinguishable Linear) si G presenta distinguibilidad terminal y
fuerte determinismo estructural hacia atr�as. �

Un lenguaje es TSDL si existe una gram�atica TSDL que lo genere. A la
clase de los lenguajes TSDL la denotaremos por T SDL.

Podemos dar los siguientes ejemplos de lenguajes TSDL y lenguajes que
no lo son.

Ejemplo 5.3. Los siguientes lenguajes son TSDL:

fag,
faanbbm : n;m � 1g,
fanbn : n � 1g y
fanb2n : n � 1g

dado que podemos obtener gram�aticas TSDL que los generen.

�

Ejemplo 5.4. Los siguientes lenguajes no son TSDL:

fa; bg,
faabg [ b�,
fanbn : n � 1g [ fbncn : n � 1g y
fanb2n : n � 1g [ fbnc2n : n � 1g

Obs�ervese que proponemos ejemplos de lenguajes �nitos, regulares, lineales
pares y lineales que no son TSDL. En tales lenguajes existen cadenas x e y de
forma que x; y 2 L(S;G) para cualquier gram�atica G y ter(x) 6= ter(y).

�

A la luz de los anteriores ejemplos, podemos establecer que los lengua-
jes TSDL forman una clase de lenguages que intersecta con las clases de los
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lenguajes �nitos, regulares, lineales pares y lineales, pero no contienen pro-
piamente a ninguna de ellas. Los ejemplos anteriores son una prueba de que
no se cumple la inclusi�on propia. En la �gura 5.3 se muestra la relaci�on entre
los lenguajes TSDL y las clases de lenguajes referidas anteriormente.

ELLREG

LIN

FIN

TSDL

Figura 5.3: La clase T SDL en relaci�on con otras clases de lenguajes formales.

Una relaci�on de ��ndice �nito entre estructuras gramaticales

Una vez de�nidas las gram�aticas TSDL, vamos a plantear una relaci�on entre los
nodos internos de los esqueletos que producen las mismas. Esta relaci�on a su
vez propiciar�a la de�nici�on de un algoritmo de inferencia de gram�aticas TSDL
a partir de presentaci�on positiva estructural, esto es esqueletos de cadenas del
lenguaje.

En primer lugar introduciremos algunos conceptos referidos a la informa-
ci�on estructural que de�ne un nodo interno de un esqueleto de la gram�atica.
Para ello, dado un esqueleto A, denotaremos por resultado(A) al resultado
del esqueleto que es la cadena obtenida al recorrer sus hojas e ir encadenando
los s��mbolos de izquierda a derecha.

De�nici�on 5.6. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica lineal, x 2 L(G) y sk un
esqueleto consistente con la gram�atica de forma que resultado(sk) = x. Para
cada nodo interno n de sk, la frontera de n es el resultado del subesqueleto
formado al tomar como raiz a n, lo denotaremos por frontier(n). La cabeza

de n se de�ne como la subcadena izquierda del resultado de sk hasta llegar al
nodo n, la denotaremos por head(n). La cola de n se de�ne como la subca-
dena derecha del resultado de sk a partir de la frontera de n, la denotaremos
por tail(n). La informaci�on contextual de n quedar�a de�nida por la tupla
(head(n); frontier(n); tail(n)). �

En la �gura 5.4 se muestra un esqueleto de una gram�atica lineal, se in-
dica uno de sus nodos internos, n, y se especi�ca su informaci�on contextual.
Obs�ervese que para cualquier esqueleto sk y para cualquiera de sus nodos
internos n se cumple que resultado(sk) = head(n) � frontier(n) � tail(n).
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a

bn

a

a

b

frontier(n)=ab

head(n)=a

tail(n)=ba

Figura 5.4: Un esqueleto lineal y la informaci�on contextual de un nodo interno.

De�nici�on 5.7. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica lineal, x 2 L(G) y sk un
esqueleto consistente con la gram�atica de forma que resultado(sk) = x. Para
cada nodo interno n de sk, la cabeza estructural de n, denotada por headstr(n),
y la cola estructural de n, denotada por tailstr(n), se de�nen como el resultado
de incluir el s��mbolo * en head(n) y tail(n) respectivamente para reemplazar
la ausencia de hijos por la derecha o por la izquierda. El s��mbolo � denota la
ausencia de hijo en los nodos anteriores a n en sk. La informaci�on estructural

de n quedar�a de�nida por la tupla (headstr(n); frontier(n); tailstr(n)). �

En la �gura 5.5 se muestra un esqueleto de una gram�atica lineal, se indica
uno de sus nodos internos, n, y se especi�ca su informaci�on estructural.

a

bn

a

a

b

frontier(n)=ab

headstr(n)=a**

tailstr(n)=ba*

*

*

*

Figura 5.5: Un esqueleto lineal y la informaci�on estructural de un nodo interno.



68 Cap��tulo 5 Aprendizaje de lenguajes lineales

A partir de la de�nici�on de informaci�on estructural, podemos establecer
una relaci�on de ��ndice �nito entre los nodos internos de los esqueletos de forma
que se tome en consideraci�on la distinguibilidad terminal y el fuerte determi-
nismo estructural hacia atr�as. Para ello proponemos la siguiente de�nici�on.

De�nici�on 5.8. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica TSDL y sea SK(G) el
conjunto de esqueletos de G. Se de�ne la relaci�on � entre los nodos internos
de los esqueletos de la siguiente forma

Si n y m son nodos internos de esqueletos de SK entonces n � m si al
menos una de las dos siguientes condiciones se cumple

1. frontier(n) = frontier(m)

2. (headstr(n) = headstr(m)) ^ (tailstr(n) = tailstr(m)) ^

(ter(frontier(n)) = ter(frontier(m)))

Denotaremos por � a la clausura re
exiva y transitiva de �. �

Dada una gram�atica lineal G y un conjunto de esqueletos SK consistente
con la gram�atica, denotaremos por NSK al conjunto de nodos internos de los
esqueletos de SK. A partir de esta de�nici�on se obtiene la siguiente propiedad.

Propiedad 5.3. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica TSDL y SK el conjunto
de esqueletos de la gram�atica, entonces � es una relaci�on de ��ndice �nito y
card(NSK= �) = card(N).

Demostraci�on.

Basta con demostrar que para todo par de nodos internos ni; nj 2 NSK

obtenidos a partir del mismo auxiliar de la gram�atica se cumple que ni � nj.
Para ello, consideremos las posibles situaciones en que se pueden encontrar

ni y nj .

1. ni � nj debido a que se cumple una de las dos condiciones de la de�nici�on
5.8. En este caso, de forma evidente, ni � nj.

2. ni 6� nj. En este caso existir�a un nodo interno nk de forma que frontier(ni)
= frontier(nk) y headstr(nk) = headstr(nj), tailstr(nk) = tailstr(nj)
y ter(frontier(nk)) = ter(frontier(nj)). Por lo tanto, ni � nk y
nk � nj por lo que ni � nj.

Puesto que los nodos internos de SK(G) son todos inducidos por los auxi-
liares de la gram�atica y, dado que existen card(N) s��mbolos auxiliares entonces
existir�an en NSK= � un total de card(N) clases de equivalencia.
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Obs�ervese que card(NSK= �) no puede ser estrictamente menor que card(N).
Para que sucediera lo contrario deber��an haber dos auxiliares distintos en la
gram�atica cuyos nodos internos en los esqueletos se relacionaran. Supongamos
que los citados nodos fueran ni y nj. Obviamente, ni 6� nj ya que la gram�atica
es TSDL y se vulnerar��a la condici�on 1 de la de�nici�on 5.4. Por otra parte, no
puede existir un nodo nk tal que ni � nk y nk � nj, ya que ese nodo deber��a
estar asociado al s��mbolo auxiliar de ni o de nj y volver��amos a replicar la
argumentaci�on anterior.

�

5.4 Identi�caci�on en el l��mite de lenguajes T SDL

A partir de la de�nici�on de la relaci�on � proponemos un algoritmo de infe-
rencia que se basa en el c�alculo de las clases de equivalencia de la relaci�on �
y la posterior obtenci�on de una gram�atica TSDL consistente con los datos.
El algoritmo queda establecido en la �gura 5.6. Daremos un ejemplo de su
ejecuci�on, probaremos su convergencia en el l��mite a la gram�atica objetivo y,
por �ultimo, estableceremos la complejidad temporal y espacial del algoritmo.

A continuaci�on proporcionamos el siguiente ejemplo de aplicaci�on del al-
goritmo.

Ejemplo 5.5. Tomemos el lenguaje faib2i : i � 1g. El conjunto de esqueletos
proporcionados al algoritmo como informaci�on de entrada se muestra en la
�gura 5.7 donde aparecen ya enumerados sus nodos internos. La informaci�on
estructural de los nodos internos se muestra en la Tabla 5.1.

headstr tailstr frontier ter(frontier)

n11 � � aabbbb fa; bg
n12 a � abbbb fa; bg
n13 a� b� abbb fa; bg
n14 a � � bb� abb fa; bg
n15 a � �a �bb� bb fbg
n16 a � �a� b � bb� b fbg
n21 � � abb fa; bg
n22 a � bb fbg
n23 a� b� b fbg

Tabla 5.1. Informaci�on estructural asociada a cada nodo interno de los esqueletos de

entrada.

Las clases de equivalencia inducidas por � son SK1 = fn11; n21; n14g,
SK2 = fn16; n23g, SK3 = fn22; n15g, SK4 = fn12g y SK5 = fn13g
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Entrada : Un conjunto de esqueletos SK = fsk1; � � � ; skng donde cada esqueleto ski
es lineal en forma normal y no contiene la etiqueta �.

Salida : Una gram�atica TSDL G en forma normal donde
(8ski 2 SK) resultado(ski) 2 L(G).

M�etodo :

(1) Enumerar los nodos internos de cada esqueleto ski. El nodo interno nij es el
j-�esimo nodo interno del i-�esimo esqueleto desde la ra��z hasta las hojas.

(2) Calcular la informaci�on estructural de cada nodo interno
(headstr(nij); frontier(nij); tailstr(nij)).

(3) Calcular la relaci�on � entre los nodos internos.

(4) Enumerar cada clase de equivalencia SK1; SK2 � � �SKl. La clase de
equivalencia que contiene las ra��ces de los esqueletos se etiqueta con S.

(5) Sustituir cada nodo interno por su clase de equivalencia
(cada esqueleto es transformado en un �arbol de derivaci�on).

(6) Obtener una gram�atica G a partir de los �arboles de derivaci�on. El axioma es S.

�nM�etodo

Figura 5.6: M�etodo de inferencia de los lenguajes TSDL.

A las anteriores clases les podemos asociar los siguientes s��mbolos auxiliares
SK1 = S; SK4 = A;SK5 = B;SK3 = C and SK2 = D. As��, la gram�atica de
salida es la siguiente.

S ! aA j aC; A! Bb; B ! Sb; C ! Db D ! b

Puede observarse que la gram�atica obtenida genera el lenguaje de partida
faib2i : i � 1g.

�

Una vez comprobado el funcionamiento del algoritmo, vamos a proceder a
demostrar su correcci�on, esto es que converge a la gram�atica objetivo si se le
proporciona su�ciente informaci�on. En este caso, el protocolo de presentaci�on
de la informaci�on es texto estructural. El objetivo es, por lo tanto, demostrar
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n11

n12

n13

n14

n15

b

n16

a

b

b

a

b

n21

n22

b

23n

a

b

Figura 5.7: Informaci�on de entrada y enumeraci�on de los nodos internos.

que el algoritmo propuesto identi�ca cualquier gram�atica TSDL en el l��mite.
La demostraci�on la basaremos en la existencia de un conjunto caracter��stico,
en este caso estructural, que se asocia a cada gram�atica TSDL. Daremos un
algoritmo de construcci�on del citado conjunto mediante el siguiente lema.

Lema 5.3. Sea G una gram�atica TSDL. Existe un conjunto �nito de esquele-
tos consistentes con la gram�atica G tal que si se proporciona como entrada al
algoritmo de inferencia propuesto, �este obtiene como salida una gram�atica G0

isomorfa a G.

Demostraci�on.

Sea G = (N;�; P; S). Para cada s��mbolo auxiliar A 2 N; se puede calcular
su informaci�on estructural m��nima como sigue:

� Combinar cada A-producci�on de la gram�atica tomando las diferentes
derivaciones m�as cortas en las que A aparece de forma que S

�
)
G
�A�

�
)
G

w con w 2 ��.

� Construir los �arboles de derivaci�on de acuerdo con las derivaciones an-
teriores.
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� Calcular headstr(A); tailstr(A) y frontier(A) en cada �arbol tal y como
se realiza en los esqueletos.

G es SSBD dado que G es TSDL. Por lo tanto, los esqueletos inducidos
por los �arboles de derivaci�on construidos anteriormente tienen la propiedad de
que si los nodos internos ni y nj se etiquetan con diferentes s��mbolos auxiliares
entonces se cumple que

1. frontier(ni) 6= frontier(nj), y

2. headstr(ni) 6= headstr(nj) _ tailstr(ni) 6= tailstr(nj) _

ter(frontier(ni)) 6= ter(frontier(nj))

Si S )
G
�1A1�1 )

G
� � � )

G
�nAn�n )

G
�A�

�
)
G
�w� y S )

G
�1A1�1 )

G
� � � )

G

�nAn�n )
G
�B�

�
)
G
�w0� son derivaciones con A 6= B, entonces ter(w) 6=

ter(w0) y A 6� B.

De esta forma, el algoritmo distingue correctamente dos nodos internos
asociados con dos s��mbolos auxiliares distintos.

Por otra parte, suponiendo que, en el conjunto de esqueletos, dos nodos
internos diferentes ni y nj, sean etiquetados con el mismo s��mbolo auxiliar,
entonces una de las dos siguientes condiciones debe cumplirse:

1. frontier(ni) = frontier(nj). Esta condici�on se deduce del hecho de
que se han seleccionado las derivaciones m�as cortas para cada s��mbolo
auxiliar.

2. 9nk : ni � nk ^ nj � nk, por lo tanto ni � nj. Este hecho se deduce de
haber obtenido las distintas combinaciones de las producciones de cada
s��mbolo auxiliar en, al menos, una de las derivaciones.

A partir de las anteriores condiciones podemos a�rmar que el algoritmo
relaciona correctamente aquellos nodos internos que denotan el mismo s��mbolo
auxiliar.

Podemos concluir que si los conjuntos de esqueletos de�nidos para cada
s��mbolo auxiliar se proporcionan como entrada al algoritmo de inferencia pro-
puesto entonces cada s��mbolo auxiliar de la gram�atica estar�a representado y,
por lo tanto, el algoritmo los distinguir�a correctamente.

�
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Como consecuencia de la anterior demostraci�on podemos formalizar la con-
vergencia del algoritmo mediante el siguiente resultado.

Teorema 5.2. El algoritmo propuesto identi�ca en el l��mite cualquier lenguaje
TSDL si se le proporciona como entrada informaci�on estructural.

Demostraci�on.

La demostraci�on es trivial a partir del resultado demostrado anteriormente.
En el criterio de identi�caci�on en el l��mite se garantiza la presentaci�on de cada
esqueleto posible de la gram�atica. Por lo tanto, a partir de que se complete
el conjunto establecido en el lema 5.3, el algoritmo identi�car�a la gram�atica
generadora de la informaci�on. Es decir, el algoritmo proporcionar�a como salida
una gram�atica isomorfa a la gram�atica objetivo.

El algoritmo, no cambia de hip�otesis al a~nadir nuevos ejemplos al conjunto
de�nido en el lema 5.3. En ese caso, las clases de equivalencia calculadas no
var��an ya que se mantiene informaci�on estructural equivalente.

�

Para terminar con el estudio de las propiedades del algoritmo vamos a
proceder al an�alisis de su complejidad temporal y espacial. Para ello supon-
gamos que el lenguaje objetivo a identi�car se de�ne sobre un alfabeto �,
con card(�) = n. El tama~no de un conjunto de esqueletos de entrada SK se
de�ne como el n�umero de nodos internos que contiene ya que, en las gram�aticas
lineales en forma normal, el n�umero de nodos internos de un esqueleto coincide
con la longitud de su resultado. Por lo tanto, podemos establecer la siguiente
expresi�on que de�ne la talla del conjunto SK

jSKj =
X

ski2SK

jresultado(ski)j = m

Tomaremos k como la longitud m�axima de los resultados de los esqueletos
de entrada.

Podemos establecer la complejidad temporal del algoritmo analizando cada
una de sus operaciones

1. Acci�on 1. La enumeraci�on de los nodos internos se realiza leyendo los
esqueletos de entrada una �unica vez. As��, la complejidad temporal en
este caso es O(m).

2. Acci�on 2. Como en el caso anterior, la informaci�on concerniente a la in-
formaci�on estructural de cada nodo interno correspondiente a headstr(�)
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y tailstr(�) puede establecerse al leer los esqueletos una sola vez. Poste-
riormente, el calculo del resultado de cada nodo interno puede estable-
cerse accediendo de nuevo a cada nodo interno. Luego, en este caso, la
complejidad temporal se establece como O(m).

3. Acci�on 3. La relaci�on � se establece mediante la comparaci�on de la
informaci�on estructural de cada nodo interno. Por lo tanto se realizar�an
un m�aximo de m�m comparaciones. En cada comparaci�on intervienen
las cadenas tailstr(�), headstr(�) y frontier(�) que tienen una longitud
m�axima k. Por �ultimo, ter(frontier(�)) tiene un m�aximo de n s��mbolos
por lo que la complejidad total ser�a O(m2(k + n)).

4. Acci�on 4. Como en el caso 1, la complejidad temporal ser�a O(m) dado
que el n�umero de clases de equivalencia es menor o igual que m.

5. Acci�on 5. De nuevo, como en el caso anterior, la complejidad es O(m).

6. Acci�on 6. Como en los casos 1, 2, 4 y 5, la complejidad temporal es
O(m).

La complejidad espacial toma en consideraci�on el espacio necesario para
almacenar la informaci�on estructural de cada nodo interno. Sea l el n�umero
de esqueletos de entrada. El espacio necesario para almacenar la informaci�on
de un esqueleto sk ser�a

jresultado(sk)jX
i=1

i

Este espacio ser�a en total O(k2). As�� el espacio necesario para todo el
conjunto de esqueletos es O(k2l).

Podemos formalizar el anterior an�alisis mediante el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Sea SK un conjunto de esqueletos proporcionados como en-
trada al algoritmo de inferencia y de�nidos sobre un alfabeto con n s��mbolos.
Sea m el tama~no de SK, k el tama~no m�aximo de las longitudes de los resulta-
dos de los esqueletos de SK y l el n�umero de esqueletos en SK. El algoritmo
propuesto tiene complejidad temporal O(m2(k + n)) y complejidad espacial
O(k2l). �
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5.5 Concatenaci�on de lenguajes T SDL

El algoritmo propuesto para la inferencia de lenguajes TSDL puede ser f�acil-
mente adaptado para trabajar con concatenaciones de estos. De esta forma, se
puede ampliar la clases de lenguajes suceptibles de ser inferidos con la anterior
t�ecnica. As��, en este apartado, el resultado principal ser�a la identi�caci�on de
una subclase de lenguajes incontextuales no lineales ya que esta clase no es
cerrada bajo concatenaci�on [29].

Los lenguajes de�nidos a partir de la concatenaci�on de un n�umero �nito
de lenguajes TSDL forman una clase de lenguajes propiamente incluida en la
clase de los lenguajesmetalineales [29] que, a su vez, se de�ne como el resultado
de la aplicaci�on un n�umero �nito de veces de las operaciones de concatenaci�on
y uni�on sobre lenguajes lineales. De�niremos esta clase de lenguajes mediante
una caracterizaci�on gramatical como sigue.

De�nici�on 5.9. Sean G1 = (N1;�1; P1; S1); � � � ; Gn = (Nn;�n; Pn; Sn) gra-
m�aticas TSDL donde Ni \ Nj = ; para cada i 6= j. Entonces la gram�atica
G = (N;�; P; S) donde N = N1 [ � � � [ Nn [ fSg, � = �1 [ � � � [ �n, P =
P1 [ � � � [ Pn [ fS ! S1S2 � � �Sng y S =2 N1 [ � � � [Nn es CTSDL. �

Un lenguaje L es CTSDL si se puede generar mediante una gram�atica
CTSDL. A la clase de lenguajes CTSDL la denotaremos como CT SDL. La
relaci�on entre la clase CT SDL y otras clases de lenguajes se muestra en la
�gura 5.8.

Lenguajes lineales

Lenguajes metalineales Lenguajes CTSDL

Lenguajes TSDL

Figura 5.8: La clase CT SDL en relaci�on con otras clases de lenguajes.

Dado un esqueleto CTSDL sk denotaremos por aridad(sk) el n�umero de
hijos de su raiz. Es obvio que en una gram�atica donde S ! S1S2 � � � Sn 2 P ,
entonces para cualquier esqueleto sk obtenido en la misma se cumple que
aridad(sk) = n.

Con el �n de proporcionar un algoritmo de inferencia para la clase de los
lenguajes CTSDL, podemos reducir la inferencia de los mismos a la inferencia
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de los lenguajes TSDL. Es f�acil de ver, desde el punto de vista estructural, que,
dado un esqueleto CTSDL, los subesqueletos formados a partir de los hijos de
la raiz son todos esqueletos TSDL. As��, la idea intuitiva es descomponer cada
esqueleto CTSDL en un conjunto de esqueletos TSDL y tratar estos por sepa-
rado. Posteriormente, se puede realizar la concatenaci�on inicial de los mismos
para obtener gram�aticas CTSDL. Proporcionamos la siguiente de�nici�on que
formaliza esta idea.

De�nici�on 5.10. Sea G una gram�atica CTSDL y sk un esqueleto propor-
cionado por la gram�atica G. De�niremos skl como el conjunto fsk1; � � � ; skng,
donde ski es el subesqueleto del i-�esimo hijo de la raiz. Se cumple que

resultado(sk) = resultado(sk1) � � � resultado(skn)

�

En la �gura 5.9, se muestra un ejemplo de un esqueleto sk y su correspon-
diente conjunto skl.

a

a

b

a

b

a

b

a
a

b

a

a

a

a

a

a

b

a

b

a

b

a
a

b

sk l

1sk sk3sk2 sk4

a

a

a

a

sk

Figura 5.9: Un esqueleto CTSDL sk con su conjunto skl.

A partir de la descomposici�on de esqueletos propuesta, podemos utilizar
el algoritmo de inferencia de lenguajes TSDL para plantear una estrategia
de inferencia de los lenguajes CTSDL. As��, en la �gura 5.10 proponemos un
algoritmo de identi�caci�on de lenguajes CTSDL.

La convergencia del algoritmo a la gram�atica objetivo y su complejidad
se pueden deducir f�acilmente a partir de la reducci�on propuesta para inferir
lenguajes CTSDL utilizando el m�etodo de inferencia de lenguajes TSDL.
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Entrada : Un conjunto de esqueletos CTSDL SK = fsk1; � � � ; skng donde
(81 � i � n) aridad(ski) = k. Ning�un esqueleto contiene a la
etiqueta �.

Salida : Una gram�atica CTSDL G, donde 8ski 2 SK resultado(ski) 2 L(G).

M�etodo :

(1) 8ski 2 SK obtener el conjunto skli = fski1; � � � ; skikg

(2) 8j, 1 � j � k, SK(j) = fskij 2 skli j 1 � i � ng

(3) 8SK(j) ejecutar el algoritmo para inferir lenguajes TSDL y obtener una
gram�atica Gj

(4) Construir una gram�atica CTSDL G a partir de las gram�aticas G1; � � � ; Gk

tal y como se especi�ca en la de�nici�on 5.9

�nM�etodo

Figura 5.10: M�etodo de inferencia para la clase CT SDL.

5.6 Reversibilidad en lenguajes lineales

Nos proponemos en esta secci�on y la siguiente abordar la identi�caci�on de
nuevas clases de lenguajes aplicando las reducciones y algoritmos que hemos
propuesto hasta ahora. En primer lugar veremos c�omo a partir de la infor-
maci�on estructural que de�nen las gram�aticas lineales podemos dar cuenta de
subclases de lenguajes que presentan reversibilidad en el mismo sentido que en
los lenguajes regulares. Esta l��nea de actuaci�on es similar a la que en su mo-
mento siguieron Koshiba, M�akinen y Takada referida a los lenguajes lineales
pares [40]. De hecho, el planteamiento que haremos ser�a transformar la in-
formaci�on estructural que proporcionan las gram�aticas lineales en cadenas de
lenguajes lineales pares que se han caracterizado por presentar reversibilidad
en el trabajo citado anteriormente.

Conceptos b�asicos acerca de lenguajes reversibles

En primer lugar vamos a proporcionar conceptos b�asicos sobre reversibilidad
relativa a los lenguajes regulares. Seguiremos fundamentalmente el trabajo de
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Angluin [4].

De�nici�on 5.11. Un aut�omata A diremos que es 0-reversible si y s�olo si A y
Ainv son deterministas. �

A continuaci�on generalizaremos el concepto de k-reversibilidad, toman-
do las de�niciones proporcionadas por Angluin [4]. Dado un aut�omata A =
(Q;�; Æ; I; F ) y un estado q 2 Q, �jado un valor k � 0, diremos que la cade-
na u, con juj = k, es un k-sucesor (k-predecesor) del estado q si Æ(q; u) 6= ;
(Æinv(q; uinv) 6= ;). El aut�omata A diremos que es determinista con antici-

paci�on k si y s�olo si para todo tr��o de estados q1, q2 y q3 y para todo s��mbolo
a, si q1; q2 2 Æ(q3; a), o q1; q2 2 I, entonces no existe ninguna cadena que sea
un k-sucesor de q1 y de q2.

De�nici�on 5.12. Un aut�omata A diremos que es k-reversible si y s�olo si A
es determinista y Ainv es determinista con anticipaci�on k. �

Un lenguaje L es k-reversible si existe un aut�omata �nito k-reversible que
acepta L.

A partir de la de�nici�on de buenos �nales de una cadena en un lenguaje
se puede proporcionar una caracterizaci�on de los lenguajes k-reversibles tal y
como sigue.

Propiedad 5.4. Un lenguaje L diremos que es k-reversible, para cualquier
valor k � 0, si se cumple que 8u1; u2; v 2 �� con jvj = k si (u1v)

�1L \
(u2v)

�1L 6= ; entonces (u1v)�1L = (u2v)
�1L. �

Denotaremos por REV(k) a la familia de los lenguajes k-reversibles y por
REV a la familia de lenguajes reversibles en general. Es decir REV es la uni�on
(in�nita) de las familias REV(k) para cualquier valor k � 0. Son evidentes las
siguientes inclusiones de acuerdo con la jerarqu��a de Chomsky

8k � 0 REV(k) � REV � REG

Teorema 5.4. (Anluin [4]) Sea k un entero no negativo (k � 0). Se cumplen
las siguientes a�rmaciones:

1. REV(k) � REV(k + 1).

2. REV(k) es cerrada bajo la intersecci�on dos a dos.

3. REV no es cerrada ni bajo uni�on ni complementario.

4. REV no es cerrada bajo concatenaci�on.
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5. REV no es cerrada bajo clausura de Kleene.

6. REV(k) es cerrada bajo reverso.

�

Reversibilidad estructural

En primer lugar, estableceremos una reducci�on de los lenguajes lineales a
los lenguajes lineales pares. Obs�ervese que, en la de�nici�on 5.7, ya se ha
introducido el tipo de transformaci�on necesaria para obtener a partir de una
gram�atica lineal otra gram�atica lineal par asociada a ella que presenta una
serie de caracter��sticas que mostraremos m�as tarde. Formalizaremos este tipo
de reducci�on mediante la siguiente de�nici�on.

De�nici�on 5.13. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica lineal en forma normal.
De�niremos la gram�atica lineal par estructuralmente asociada a G como la
gram�atica Gstr = (� [ f�g; N; Pstr ; S), donde � =2 � y Pstr se de�ne como
sigue

1. Si A! aB 2 P entonces A! aB� 2 Pstr

2. Si A! Ba 2 P entonces A! �Ba 2 Pstr

3. Si A! a 2 P entonces A! a 2 Pstr

�

Obs�ervese que existe un homomor�smo h : � [ f�g �! �� de�nido como
8a 2 � h(a) = a y h(�) = � de forma que, de acuerdo con la anterior de�ni-
ci�on, se cumple que h(L(Gstr)) = L(G). A partir de la gram�atica Gstr y del
homomor�smo h podemos de�nir el concepto de reversibilidad estructural en
los lenguajes lineales.

De�nici�on 5.14. Sea G una gram�atica lineal en forma normal y Gstr su
gram�atica lineal par estructuralmente asociada. Diremos que G es k-reversible
estructuralmente sii Gstr es LRS(k) de acuerdo con la de�nici�on 4.4. �

Un lenguaje lineal L diremos que es k-reversible estructuralmente si existe
una gram�atica en formal normal k-reversible estructuralmente que lo genere.
A la clase de lenguajes lineales k-reversibles estructuralmente la denotaremos
mediante LIN revstr(k).

Dado que nuestro objetivo es utilizar muestra estructural para formalizar
un algoritmo de inferencia, procederemos a establecer la transformaci�on que
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Entrada: Un conjunto �nito de esqueletos SK
M�etodo:

S = ;
8sk 2 SK
S = S [ fcadenastr(sk)g

H = ALRS(k)(S)

Salida: h(H)

Figura 5.11: Un m�etodo de inferencia para lenguajes de LIN revstr(k)

nos permita obtener, a partir de esqueletos de una gram�atica lineal, cadenas
de su gram�atica lineal par estructuralmente asociada. Para ello utilizaremos
la siguiente transformaci�on.

De�nici�on 5.15. Sea sk un esqueleto generado por la gram�atica lineal
en forma normal G. Seleccionemos el �unico nodo interno de sk que con-
tiene un solo hijo (que ser�a terminal) y que denotaremos por nc. De�nimos
cadenastr(sk) = headstr(nc) � frontier(nc) � tailstr(nc). �

Es f�acil ver que si sk es generado por una gram�atica lineal en forma nor-
mal G entonces cadenastr(sk) pertenece al lenguaje de la gram�atica lineal
par estructuralmente asociada Gstr. A modo de ejemplo, si consideramos el
esqueleto sk de la �gura 5.5 entonces cadenastr(sk) = a � �ab � ba�.

Podemos ahora establecer un algoritmo de inferencia para los lenguajes
de la clase LIN revstr(k) tomando como fuente de informaci�on esqueletos de
la gram�atica objetivo. El algoritmo se basa en la transformaci�on de los es-
queletos de entrada en cadenas estructurales y en la posterior obtenci�on de
una gram�atica lineal par asociada a los mismos. Denotaremos por ALRS(k)

al algoritmo de inferencia de lenguajes lineales pares establecido en [40]. El
esquema de aprendizaje se muestra en la �gura 5.11.

En el m�etodo planteado, utilizamos la transformaci�on cadenastr(�) y el ho-
momor�smo h de�nidos anteriormente. Obs�ervese que, �nalmente, el m�etodo
proporciona como salida una gram�atica lineal a partir de la transformaci�on
h(H) que consiste en aplicar el homomor�smo h sobre la gram�atica H me-
diante m�etodos bien conocidos [33].

La identi�caci�on en el l��mite de los lenguajes de la clase LIN revstr(k) se
deduce a partir de la reducci�on planteada y del resultado de convergencia de
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la clase LRS(k) demostrada en [40]. Formalizaremos este resultado mediante
el siguiente teorema.

Teorema 5.5. La clase de lenguajes LIN revstr(k) es identi�cable en el l��mite
a partir de texto estructural.

Demostraci�on.

Tal y como se ha formulado el m�etodo de inferencia, la identi�caci�on en el
l��mite de la clase de lenguajes bajo estudio queda garantizada a partir de los
siguientes hechos

1. La clase de lenguajes LRS(k) es identi�cable en el l��mite a partir de
texto [40].

2. Si la gram�atica que act�ua como fuente de informaci�on es LIN revstr(k)
entonces las cadenas obtenidas mediante cadenastr(�) pertenecen a su
gram�atica lineal par estructuralmente asociada que, a su vez, es LRS(k).

3. La transformaci�on h obtiene la gram�atica lineal que, originalmente, ac-
tu�o como fuente de informaci�on si la cantidad de informaci�on de entrada
es su�ciente para garantizar la convergencia.

A partir de las observaciones realizadas, trivialmente se comprueba la ve-
racidad del enunciado propuesto.

�

5.7 Explorabilidad local en lenguajes lineales

Al igual que hemos planteado en el anterior cap��tulo distintas formas de ex-
plorabilidad local relativa a los lenguajes lineales pares, en este apartado pro-
cederemos a hacer una aproximaci�on similar con respecto a los lenguajes li-
neales. De esta forma, de�niremos algunas subclases de lenguajes lineales que
presentan explorabilidad local y cuya identi�caci�on en el l��mite queda garan-
tizada a partir de reducciones a clases de lenguajes inferibles mediante texto.

En este caso, nuestro planteamiento ser�a id�entico al realizado anterior-
mente con respecto a la reversibilidad. Al utilizar como fuente de informaci�on
las cadenas estructurales de la gram�atica a identi�car, utilizaremos de nuevo
los conceptos ya de�nidos en la anterior secci�on.
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Explorabilidad estructuralmente local en lenguajes lineales

Partiremos de los conceptos de gram�atica estructuralmente asociada y del
homomor�smo h que hemos de�nido anteriormente. A partir de ellos podemos
de�nir varias subclases de lenguajes lineales en funci�on de las caracter��sticas
de explorabilidad local de�nidas con respecto a los lenguajes lineales pares en
el cap��tulo 4.

De�nici�on 5.16. Sea G una gram�atica lineal en forma normal y Gstr su
gram�atica lineal par estructuralmente asociada. Diremos que L(G) es

1. localmente explorable por estructura sii L(Gstr) 2 LTELL de acuerdo
con la de�nici�on 4.12.

2. localmente explorable en sentido estricto por estructura sii L(Gstr) 2
LT SSELL de acuerdo con la de�nici�on 4.12.

3. localmente explorable sincronizado bipartido por estructura sii L(Gstr) 2
LT SHSELL de acuerdo con la de�nici�on 4.13.

4. localmente explorable no sincronizado bipartido por estructura siiL(Gstr) 2
LT NSHSELL de acuerdo con la de�nici�on 4.14.

�

A las cuatro clases de lenguajes de�nidas anteriormente las denotaremos
respectivamente por LTLINST , LT SSLINST , LT SHSLINST y LT NSHSLINST .

Al igual que hemos planteado en la anterior secci�on, podemos formular al-
goritmos o esquemas de aprendizaje bas�andonos en los algoritmos ya plantea-
dos sobre lenguajes lineales pares y las transformaciones sobre la informa-
ci�on estructural. As��, si denotamos por ALTELL , ALTSSELL , ALTSHSELL y
ALTNSHSELL , a los algoritmos de aprendizaje especi�cados en el cap��tulo 4,
podemos formular el esquema de aprendizaje de lenguajes lineales con ex-
plorabilidad estructuralmente local. El esquema gen�erico de aprendizaje lo
mostramos en la �gura 5.12

Obviamente, la identi�caci�on en el l��mite de los distintos lenguajes lineales
con explorabilidad estructuralmente local se deduce a partir de las transfor-
maciones realizadas sobre la informaci�on de entrada y la convergencia en el
l��mite de los algoritmos de aprendizaje para lenguajes lineales pares que ha
sido demostrada en el cap��tulo 4. Formalizaremos este resultado mediante el
siguiente teorema.
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Entrada: Un conjunto �nito de esqueletos SK
M�etodo:

S = ;
8sk 2 SK
S = S [ fcadenastr(sk)g

H = ALTELL

alternativamente H = ALTSSELL

alternativamente H = ALTSHSELL

alternativamente H = ALTNSHSELL

Salida: h(H)

Figura 5.12: M�etodo de inferencia para lenguajes lineales con explorabilidad
estructuralmente local

Teorema 5.6. Las clases de lenguajes LTLINST , LT SSLINST , LT SHSLINST

y LT NSHSLINST son identi�cables en el l��mite a partir de texto estructural.

Demostraci�on.

La demostraci�on es similar a la establecida en el Teorema 5.5 con la
salvedad que la garant��a de convergencia en el l��mite se establece a partir
de los resultados del cap��tulo 4.

�

5.8 Conclusiones y problemas abiertos

En el presente cap��tulo hemos introducido la informaci�on estructural como
fuente de informaci�on para el aprendizaje de lenguajes lineales. La justi�caci�on
de este protocolo para el intercambio de informaci�on se establece a partir de los
problemas sobre lenguajes lineales cuya resoluci�on se ha demostrado con una
elevada complejidad o inexistente. En el momento de escribir esta memoria el
autor no conoce ning�un m�etodo que permita identi�car en el l��mite a la clase
de los lenguajes lineales a partir de muestra completa, exceptuando el m�etodo
puramente enumerativo y, por lo tanto, exponencial.

Los rasgos que hemos de�nido para caracterizar las distintas clases de
gram�aticas objeto de nuestro estudio han sido siempre referidas a la estruc-
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tura y se resumen en fuerte determinismo hacia atr�as, fuerte determinismo

estructural hacia atr�as, distinguibilidad terminal y estructural, reversibilidad
estructural y explorabilidad estructuralmente local. En todos los casos se han
presentado algoritmos que identi�can e�cientemente las clases de gram�aticas
correspondientes.

Podemos establecer unas l��neas de actuaci�on que, a juicio del autor, mere-
cen la pena considerarse para futuros trabajos. Las resumimos como sigue.

� Las clases de lenguajes que han sido de�nidas a lo largo del cap��tulo no
han sido estudiadas. Sus propiedades, relaciones entre s�� y caracteriza-
ciones algebraicas deben ser analizadas y formalizadas. De igual forma,
se deber��an analizar las relaciones con otras clases de lenguajes que han
de�nido distintos autores que se han referido a lo largo de este cap��tulo.

� La importancia que ha suscitado la informaci�on estructural como fuente
de informaci�on deber��a impulsar una re
exi�on m�as profunda acerca de
la Identi�caci�on estructural en el l��mite.

� En relaci�on con el punto anterior, todas las clases de lenguajes que se
han de�nido son identi�cables con informaci�on estructural positiva. Una
cuesti�on natural que aparece repetidamente en cuanto a la inferencia
gramatical es la que hace referencia a la relaci�on entre las muestras
negativas y las muestras estructurales y cu�ando se pueden sustituir unas
por otras. Los lenguajes lineales pueden ser un buen campo de estudio
para analizar esta relaci�on en profundidad.

� Al igual que suced��a en el cap��tulo 4, se deber��an estudiar nuevas va-
riantes de explorabilidad local.



Cap��tulo 6

Complejidad de los lenguajes

lineales

En este cap��tulo nos proponemos analizar otro aspecto de los lenguajes lineales
distinto al de su identi�caci�on como es el de su complejidad descriptiva. La
complejidad descriptiva, a diferencia de la complejidad computacional, con-
siste en el an�alisis de la cantidad de informaci�on necesaria para describir un
conjunto de conceptos formales que, en nuestro caso, toma la forma de una
clase de lenguajes. Obs�ervese que la complejidad computacional es una me-
dida din�amica que permite analizar el consumo de recursos necesarios para
reconocer o procesar un lenguaje, mientras que la complejidad descriptiva es
una medida est�atica que no considera procesos computacionales al margen de
la propia descripci�on de los objetos.

Son muy variadas las propuestas que se han hecho acerca de las medidas
descriptivas de algunas clases de lenguajes formales. Por ejemplo, si se trabaja
sobre subclases de lenguajes regulares, entonces medidas descriptivas de las
mismas pueden ser el tama~no de los aut�omatas que las caracterizan (como una
funci�on de la longitud de las cadenas hacia el n�umero de estados), o el tama~no
de los semigrupos que de�nen las clases bajo estudio.

Es importante diferenciar este tipo de medidas con otra complejidad des-
criptiva como es la complejidad de Kolomogorov [41]. La complejidad de Kol-
mogorov liga la descripci�on de los objetos a programas que sean capaces de
representarlos. Por lo tanto, se asume que todo objeto que admite una com-
plejidad de Kolmogorov acotada admite tambi�en un programa que lo describe.
En este cap��tulo detallaremos sucintamente la complejidad de Kolmogorov de
los lenguajes lineales pero, previamente, haremos un an�alisis en torno a algu-
nas descripciones admisibles para dicha clase de lenguajes.

85
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Adem�as de las anteriores medidas, analizaremos tambi�en otra medida de
complejidad computacional como es la complejidad de reverso [9]. La expli-
caci�on de por qu�e este analisis se justi�car�a de nuevo a partir de las descrip-
ciones realizadas sobre los lenguajes lineales que nos servir�an como punto de
re
exi�on acerca de algunas caracter��sticas exclusivas de esta clase de lenguajes.

6.1 Expresiones regulares

Nuestro punto de partida para analizar la complejidad descriptiva de los
lenguajes lineales es proporcionar un mecanismo descriptivo alternativo al
que proporcionan las gram�aticas lineales, los aut�omatas de pila o cierto tipo
de m�aquinas de Turing restringidas. En este caso, nos proponemos propor-
cionar un formalismo similar al de las expresiones regulares que describen a los
lenguajes regulares. A lo largo del tiempo, han sido numerosos los formalismos
similares que se han aplicado para describir ciertas clases de lenguajes. As��,
Yokomori [77] propuso una extensi�on de las expresiones regulares para de�nir
lenguajes de contexto libre para su posterior inferencia inductiva. Hashiguchi
y Yoo [30, 78, 31] de�nieron expresiones regulares para la caracterizaci�on de
ciertas clases de lenguajes regulares estrella acotados. Gruska [28] introdujo
el operador de iteraci�on de s��mbolos para obtener cierto tipo de expresiones
que caracterizaban los lenguajes incontextuales. Finalmente, podemos citar a
Yntema [76] que mediante operadores distintos al de Gruska tambi�en obtuvo
cierto tipo de expresiones que describ��an los lenguajes incontextuales.

Bajo nuestra aproximaci�on a los lenguajes lineales, en primer lugar recor-
daremos algunas de�niciones y resultados relacionados con las expresiones
regulares que se pueden consultar en [8, 65].

Las expresiones regulares forman un lenguaje donde cada cadena denota a
su vez un lenguaje regular que puede coincidir o no con el de otras cadenas.
Este tipo de formalismo para expresar los lenguajes regulares sistematizan la
de�nici�on de los mismos y proporcionan m�etodos de resoluci�on para los pro-
blemas de an�alisis (obtenci�on del lenguaje aceptado por un aut�omata �nito)
y s��ntesis (obtenci�on de un aut�omata �nito aceptor de un lenguaje dado).

A continuaci�on, proporcionaremos algunas nociones que se centran b�asica-
mente en la relaci�on entre las gram�aticas regulares (o los aut�omatas �nitos) y
las expresiones regulares.

De�nici�on 6.1. Sea � un alfabeto que no contiene los s��mbolos ( y ) (par�entesis).
Una expresi�on regular sobre � se de�ne de forma inductiva como sigue

1. ; y � son expresiones regulares,
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2. para todo s��mbolo a 2 �, a es una expresi�on regular,

3. si r es una expresi�on regular entonces (r) tambi�en lo es,

4. sean r y s expresiones regulares, entonces r+ s, rs y r� son expresiones
regulares.

S�olo son expresiones regulares las de�nidas en los puntos anteriores.
�

Obs�ervese que cualquier expresi�on regular r de�nida sobre � de�ne un
lenguaje que lo denotaremos por L(r) y que queda establecido por las si-
guientes reglas

1. L(;) es el lenguaje vac��o,

2. L(�) = f�g,

3. 8a 2 �, L(a) = fag,

4. L((r)) = L(r),

5. L(r + s) = L(r) [ L(s),

6. L(rs) = L(r)L(s),

7. L(r�) = (L(r))�.

Est�a demostrado formalmente que una expresi�on regular denota un lengua-
je regular y viceversa. En concreto se re�ere al problema de s��ntesis como el
problema de encontrar una gram�atica regular (aut�omata �nito) equivalente
a una expresi�on regular y al problema de an�alisis como el problema inverso,
es decir encontrar una expresi�on regular equivalente a una gram�atica regular
(aut�omata �nito).

A lo largo del tiempo se han proporcionado distintas soluciones al problema
de s��ntesis como los expuestos en [38] y [7] y m�as recientemente la propuesta
de Hromkovi�c et al. [34]. De todas las soluciones expuestas, en este cap��tulo se
tratar�a el m�etodo de las derivadas formales [7] con el prop�osito de adaptarlo
a las expresiones lineales que se propondr�an m�as adelante. A continuaci�on se
de�ne un concepto b�asico relacionado con este m�etodo.

Queda demostrado por el teorema de Nerode que, dado un lenguaje regular
sobre el alfabeto �, el n�umero de conjuntos distintos de buenos �nales respecto
del lenguaje regular, obtenidos sobre todas las cadenas del alfabeto, es un



88 Cap��tulo 6 Complejidad de los lenguajes lineales

n�umero �nito. De igual forma, a partir de los conjuntos de buenos �nales
se puede obtener un aut�omata �nito determinista equivalente a la expresi�on
regular tal y como se muestra en [7]. El m�etodo es conocido como el de las
derivadas formales.

Por otra parte, el problema de an�alisis tambi�en ha recibido distintas solu-
ciones, entre ellas las expuestas en [8]. En concreto, existe un m�etodo a partir
de sistemas de ecuaciones lineales que permite asociar expresiones regulares
a las soluciones del sistema y, por lo tanto, al lenguaje de la gram�atica re-
gular (aut�omata �nito) tal y como puede verse en [8]. Este m�etodo, al igual
que el planteado para el problema de s��ntesis tambi�en ser�a adaptado para ser
aplicado a la extensi�on que se propondr�a sobre las expresiones regulares.

6.2 Expresiones lineales

Partiendo de las de�niciones anteriores, en este apartado veremos una exten-
si�on de las expresiones regulares para de�nir los lenguajes generados por las
gram�aticas lineales. Esta extensi�on podr�a ser aplicada a los lenguajes regu-
lares como caso particular. A lo largo de esta secci�on se ir�an proporcionando
de�niciones y resultados que facilitar�an la posterior propuesta de m�etodos para
la resoluci�on de los problemas de s��ntesis y an�alisis asociados a los lenguajes
lineales.

El planteamiento de este tipo de expresiones implica, entre otras ventajas,
las siguientes

1. Se elimina ambig�uedad en la de�nici�on de los lenguajes lineales (no as��
en las gram�aticas que los generan).

2. Se proporcionan m�etodos similares para los problemas de s��ntesis y
an�alisis trasladados a gram�aticas lineales.

3. Se explicita la estructura gramatical del lenguaje, es decir, las expre-
siones no s�olo de�nen las cadenas de un lenguaje sino su forma de
derivaci�on en una gram�atica.

Con un �animo de simpli�caci�on en el formalismo, trabajaremos con gram�a-
ticas lineales en forma normal sustituyendo las producciones del tipo A ! a
por producciones A! aB y A! �

De�nici�on 6.2. Sean � = fa1; a2; � � � ; ang y � = fb1; b2; � � � ; bmg dos alfa-
betos. Se de�ne el alfabeto � indexado por � y se denota por �� como el
conjunto fa1b1 ; a1b2 ; � � � ; a1bm ; � � � ; anb1 ; � � � ; anbm g �
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Tal y como se apunt�o anteriormente se propone para cualquier lenguaje
lineal la siguiente forma normal en la gram�atica que lo genera

1. A! aB j Ba donde A;B 2 N y a 2 �

2. A! � donde A 2 N

Podemos ahora introducir el tipo de alfabetos indexados que dar�an lugar a
los lenguajes lineales. En este caso, el conjunto de ��ndices se reduce a s�olo dos
elementos, Ly R, que de�nir�an respectivamente el tipo de producciones que
aparecer�an en las gram�aticas, esto es respectivamente lineales por la izquierda
(R) y lineales por la derecha (L). Veamos en primer lugar, c�omo se puede
obtener un lenguaje sobre un alfabeto si se proporciona su de�nici�on a partir
de una indexaci�on sobre el mismo.

De�nici�on 6.3. Sea � un alfabeto y � = �fL;Rg. Dada una cadena x sobre
el alfabeto � se de�ne la imagen de x en �, y se denota por im�(x), mediante
las siguientes reglas

1. Si x = �, entonces im�(�) = �.

2. Si x = aL � w, con w 2 ��, entonces im�(aL � w) = a � im�(w)

3. Si x = aR � w, con w 2 ��, entonces im�(aR � w) = im�(w) � a

Por extensi�on, si L � �� entonces im�(L) = fim�(x) : x 2 Lg.
�

Pasamos a dar ahora una de�nici�on de expresiones regulares extendidas,
que denominaremos expresiones lineales.

De�nici�on 6.4. Sea � un alfabeto y � = �fL;Rg. Una expresi�on lineal sobre
� se de�ne inductivamente a partir de las siguientes reglas.

1. ; y � son expresiones lineales,

2. para todo s��mbolo a 2 �, aL y aR son expresiones lineales,

3. si r es una expresi�on lineal, entonces (r) tambi�en lo es,

4. si r y s son expresiones lineales entonces r + s, rs y r� son expresiones
lineales.

S�olo son expresiones lineales aquellas que sigan las reglas anteriormente
enunciadas. �
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Obs�ervese que la de�nici�on 6.4 coincide con la de�nici�on 6.1. Esto es
porque podemos de�nir cualquier expresi�on lineal r como una expresi�on regular
sobre ��

fL;Rg. Como consecuencia l�ogica de la concordancia de las de�niciones,
toda expresi�on lineal r denota un lenguaje regular sobre �fL;Rg que se denota
por L(r). Por otra parte, toda expresi�on lineal r denota un lenguaje que, en
principio, puede no ser regular. Este lenguaje al que aludimos es el denotado
por im�(r) y queda de�nido por las siguiente reglas

1. im�(;) es el lenguaje vac��o,

2. im�(�) = f�g,

3. 8a 2 �, im�(aL) = im�(aR) = fag,

4. im�((r)) = im�(r),

5. im�(r + s) = im�(r) [ im�(s),

6. im�(rs) = fim�(xy) : x 2 L(r); y 2 L(s)g,

7. im�(r
�) = f�g [ im�(rr

�)

Obs�ervese que para cualquier expresi�on lineal r, los lenguajes L(r) e im�(r)
son diferentes.

Ejemplo 6.1. La expresi�on lineal (aLbRbR)
� denota el lenguaje lineal no

regular de�nido por el conjunto faib2i : i 2 Ng.
La expresi�on lineal (aLaR + bLbR)

� denota el lenguaje lineal no regular
fwwr : w 2 (a+ b)�g.

�

S��ntesis de expresiones lineales

En primer lugar, a trav�es del siguiente teorema, podemos establecer la co-
rrespondencia entre las expresiones lineales y los lenguajes lineales. Damos
soluci�on de esta forma al problema de s��ntesis de expresiones lineales, es decir,
establecemos un procedimiento que, dada una expresi�on lineal nos permite
obtener una gram�atica lineal equivalente.

Teorema 6.1. Si r es una expresi�on lineal sobre el alfabeto indexado �fL;Rg

entonces im�(r) es un lenguaje lineal.

Demostraci�on.
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La demostraci�on se realizar�a por inducci�on sobre el n�umero de operadores
que aparecen en la expresi�on lineal, de forma similar a como se plantea el
teorema de Kleene para expresiones regulares [38]. En este caso, se obtendr�a
una gram�atica lineal en forma normal para cada expresi�on

� Base de inducci�on

Si r = ; entonces la gram�atica lineal (fSg;�; ;; S) de�ne im�(;) = ;.

Si r = � entonces la gram�atica lineal (fSg;�; fS ! �g; S) de�ne el
lenguaje im�(�) = �.

8a 2 � si r = aL, la gram�atica lineal se corresponde con la tupla

(fS;Ag; fag; fS ! aA; A! �g; S):

8a 2 � si r = aR, la gram�atica lineal que se propone es la siguiente

(fS;Ag; fag; fS ! Aa; A! �g; S):

� Hip�otesis de inducci�on

Sea r una expresi�on lineal que contiene como m�aximo n operadores
de uni�on, concatenaci�on o clausura con n � 0, entonces existe una
gram�atica lineal Gr cuyo lenguaje es im�(r).

� Paso de inducci�on

Sea t una expresi�on lineal que contiene n+ 1 operadores de uni�on, con-
catenaci�on o clausura. Veamos las distintas posibilidades que pueden
plantearse en la expresi�on t

1. t = r+s, siendo r y s expresiones lineales que tienen como m�aximo
n operadores. En este caso, por hip�otesis de inducci�on, existen
gram�aticas lineales Gr = (Nr;�; Pr; Sr) y Gs = (Ns;�; Ps; Ss) que
denotan los lenguajes im�(r) e im�(s) respectivamente. Se puede
asumir sin restar generalidad al resultado que Nr \ Ns = ;. En
este caso, se puede comprobar f�acilmente que la gram�atica Gt =
(fStg[Nr[Ns;�; P; St), donde el conjunto P se de�ne de la forma

P = fSt ! � : Sr ! � 2 Prg [ fSt ! � : Ss ! � 2 Psg [ Pr [ Ps;

genera el lenguaje im�(r) [ im�(s) = im�(t).
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2. t = rs, siendo r y s expresiones lineales que tienen como m�aximo n
operadores. Al igual que en caso anterior, por hip�otesis de induc-
ci�on, las gram�aticas linealesGr = (Nr;�; Pr; Sr) yGs = (Ns;�; Ps; Ss)
denotan los lenguajes im�(r) e im�(s) respectivamente. De igual
forma, se puede asumir que Nr \Ns = ;. Se propone la gram�atica
Gt = (Nr [Ns;�; P

0
r [Ps; Sr) que genera im�(t) = im�(rs). En la

gram�atica propuesta, P 0
r se de�ne por las siguientes reglas

{ Si A! aB 2 Pr entonces A! aB 2 P 0
r.

{ Si A! Ba 2 Pr entonces A! Ba 2 P 0
r.

{ Si A! � 2 Pr entonces 8� : Ss ! � 2 Ps A! � 2 P 0
r.

3. t = r�, siendo r una expresi�on lineal que tiene como m�aximo n
operadores. De nuevo, por hip�otesis de inducci�on, la gram�atica
lineal Gr = (Nr;�; Pr; Sr) denota el lenguaje im�(r). Se propone
la gram�atica Gt = (Nr;�; Pr [ fSr ! �g [ P 0

r; Sr) para generar
im�(t) = im�(r

�). Aqu��, P 0
r se de�ne por el conjunto

fA! � : (A! � 2 Pr) ^ (Sr ! � 2 Pr)g

�

Ejemplo 6.2. A partir de la construcciones propuestas en el anterior teorema,
vamos a proporcionar una gram�atica para el lenguaje denotado por la imagen
de la expresi�on (aLbRbR)

�. La gram�atica se de�nir�a por pasos, seg�un las
operaciones que se apliquen en cada momento

1. aL

S ! aA A! �

2. bR

S0 ! A0b A0 ! �

3. aLbR

S ! aA A! A0b

A0 ! �

S0 ! A0b

Esta �ultima producci�on la podemos eliminar por resultar in�util.
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4. aLbRbR

S ! aA A! A0b

A0 ! A00b A00 ! �

S00 ! A00b

Al igual que en el caso anterior, esta �ultima producci�on se elimina por
resultar in�util.

5. (aLbRbR)
�

S ! aA j � A! A0b

A0 ! A00b A00 ! � j aA

F�acilmente, se puede comprobar que la �ultima gram�atica genera el lenguaje
faib2i : i 2 Ng, que es la imagen de la expresi�on lineal propuesta. �

Otro algoritmo de s��ntesis

Una vez resuelto el problema de s��ntesis de expresiones lineales, proporcionare-
mos un m�etodo distinto de resoluci�on basado en el m�etodo de las derivadas
formales [7]. Se proceder�a, en primer lugar, a dar las reglas de derivaci�on de
las expresiones lineales respecto de s��mbolos. Posteriormente, se extender�an
las reglas para la derivaci�on respecto de cadenas y se propondr�a un m�etodo
de construcci�on de gram�aticas lineales a partir de las derivadas calculadas
previamente.

De�nici�on 6.5. Sea t una expresi�on lineal sobre ��
fL;Rg y sea a 2 �. Se

de�ne la derivada de t respecto de aL, denot�andolo por a�1L (t), mediante las
siguientes reglas.

1. a�1L (;) = ;

2. a�1L (�) = ;

3. a�1L (bL) =

�
� si a = b
; si a 6= b

4. 8a; b 2 � a�1L (bR) = ;

5. a�1L (r + s) = a�1L (r) + a�1L (s)

6. a�1L (rs) = a�1L (r)s+ Æ(r)a�1L (s) donde Æ(r) =

�
� si � 2 r
; si � =2 r
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7. a�1L (r�) = a�1L (r)r�

De igual forma se de�ne la derivada de t respecto de aR, denot�andolo por
a�1R (t), mediante las correspondientes reglas

1. a�1R (;) = ;

2. a�1R (�) = ;

3. 8a; b 2 � a�1R (bL) = ;

4. a�1R (bR) =

�
� si a = b
; si a 6= b

5. a�1R (r + s) = a�1R (r) + a�1R (s)

6. a�1R (rs) = a�1R (r)s+ Æ(r)a�1R (s) donde Æ(r) =

�
� si � 2 r
; si � =2 r

7. a�1R (r�) = a�1R (r)r�

�

A partir de las anteriores reglas, la extensi�on de las derivadas respecto de
cadenas del alfabeto �fL;Rg se proporciona mediante la siguiente de�nici�on

De�nici�on 6.6. Sea t una expresi�on lineal sobre �fL;Rg y sea x 2 ��
fL;Rg.

Se de�ne la derivada de t respecto de x, denot�andolo por x�1(t), mediante las
siguientes reglas

1. ��1(t) = t

2. (aLx)
�1(t) = x�1(a�1L (t))

3. (aRx)
�1(t) = x�1(a�1R (t))

�

A partir del anterior c�alculo de derivadas se propone una construcci�on para
la gram�atica equivalente a una expresi�on lineal dada. Si t es una expresi�on
lineal sobre el alfabeto �fL;Rg, entonces denotaremos por D(t) al conjunto
de los conjuntos de buenos �nales de las cadenas del alfabeto respecto de
la expresi�on lineal. Este conjunto es �nito ya que, en de�nitiva, t es una
expresi�on regular sobre el alfabeto indexado. La construcci�on de la gram�atica
lineal equivalente a la expresi�on se de�ne de la siguiente forma
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G = (N;�; P; S)
N = D(t)
S = ��1(t)
P se de�ne mediante las siguientes reglas, siendo x 2 ��

fL;Rg

1. x�1(t)! a � (aLx)�1(t)

2. x�1(t)! (aRx)
�1(t) � a

3. Si � 2 x�1(t) entonces x�1(t)! �

Ejemplo 6.3. Dada la expresi�on regular (aLbRbR)
� se procede a calcular el

conjunto de derivadas respecto de las cadenas sobre el alfabeto fa; bgfL;Rg

� ��1((aLbRbR)
�) = (aLbRbR)

�

� a�1L ((aLbRbR)
�) = a�1L (aL)bRbR(aLbRbR)

� = bRbR(aLbRbR)
�

� b�1L ((aLbRbR)
�) = b�1L (aL)bRbR(aLbRbR)

� = ;

� a�1R ((aLbRbR)
�) = a�1R (aL)bRbR(aLbRbR)

� = ;

� b�1R ((aLbRbR)
�) = b�1R (aL)bRbR(aLbRbR)

� = ;

� (aLaL)
�1((aLbRbR)

�) = a�1L (bR)bR(aLbRbR)
� = ;

� (aLbL)
�1((aLbRbR)

�) = b�1L (bR)bR(aLbRbR)
� = ;

� (aLaR)
�1((aLbRbR)

�) = a�1R (bR)bR(aLbRbR)
� = ;

� (aLbR)
�1((aLbRbR)

�) = b�1R (bR)bR(aLbRbR)
� = bR(aLbRbR)

�

� (aLbRaL)
�1((aLbRbR)

�) = a�1L (bR)(aLbRbR)
� = ;

� (aLbRbL)
�1((aLbRbR)

�) = b�1L (bR)(aLbRbR)
� = ;

� (aLbRaR)
�1((aLbRbR)

�) = a�1R (bR)(aLbRbR)
� = ;

� (aLbRbR)
�1((aLbRbR)

�) = b�1R (bR)(aLbRbR)
� = (aLbRbR)

�

A partir de las anteriores derivadas la gram�atica equivalente a la expresi�on
es la siguiente tomando los siguientes s��mbolos auxiliares S = ��1((aLbRbR)

�),
A = a�1L ((aLbRbR)

�) y B = (aLbR)
�1((aLbRbR)

�)

S ! aA j � A! Bb B ! Sb

�
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An�alisis de expresiones lineales

A continuaci�on se proceder�a a dar una soluci�on al problema de an�alisis que
es el inverso al enunciado anteriormente. Esto es, dada una gram�atica lineal
encontrar la expresi�on lineal cuya imagen denote el lenguaje de la gram�atica.
El esquema a seguir ser�a la reducci�on de la gram�atica lineal a una regular y su
posterior resoluci�on con m�etodos ya conocidos. Para llevar a cabo la reducci�on
necesaria se procede a dar la siguiente de�nici�on

De�nici�on 6.7. Sea G = (�; N; P; S) una gram�atica lineal en forma normal.
De�nimos la gram�atica extendida regular de G y lo denotamos por Ger como
la tupla (�fL;Rg; N; P

0; S), donde P 0 se de�ne a partir de las siguientes reglas

1. Si A! � 2 P entonces A! � 2 P 0

2. Si A! aB 2 P entonces A! aLB 2 P 0

3. Si A! Ba 2 P entonces A! aRB 2 P 0

�

Lema 6.1. Sea G una gram�atica lineal en forma normal y Ger la gram�atica
extendida regular de G, entonces x 2 L(Ger) si y s�olo si im�(x) 2 L(G)

Demostraci�on.

En primer lugar, veremos que x 2 L(Ger) implica que im�(x) 2 L(G). La
secuencia de derivaci�on de x en Ger tomar�a la siguiente forma

S
�1)
Ger

x1A1
�2)
Ger

x1x2A2 � � �
�n�1
)
Ger

x1x2 � � � xn�1An�1
�n)
Ger

x1x2 � � � xn = x

donde cada producci�on �i toma la forma Ai�1 ! xiAi, por lo tanto, eligien-
do las producciones de G que originaron cada �i, que denotaremos por �0i,
podemos generar la siguiente derivaci�on en G

S
�01)
G

1A1�1

�02)
G

2A2�2 � � �

�n�1
)
G


n�1An�1�n�1
�0n)
G

n�n

donde 
i; �i 2 �� para i = 1; � � � ; n, y es f�acil comprobar que 
i�i =
im�(x1 � � � xi) para i = 1; � � � ; n. Por lo tanto, podemos concluir que 
n�n =

im�(x) y que S
�
)
G
im�(x), con lo que im�(x) 2 L(G) que era el enunciado

que quer��amos demostrar.
La otra implicaci�on a demostrar, es decir im�(x) 2 L(G) ) x 2 L(Ger)

puede realizarse de manera an�aloga a la anterior.
�
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Ejemplo 6.4. Dada la gram�atica lineal de�nida por las producciones

S ! aA j bB

A! Aa j bB

B ! aC j Bb

C ! �

la gram�atica regular extendida se de�ne por las siguientes producciones

S ! aLA j bLB

A! aRA j bLB

B ! aLC j bRB

C ! �

�

Podemos, a partir del concepto de gram�atica regular extendida, abordar
de forma de�nitiva el problema de an�alisis. En primer lugar enunciaremos el
siguiente lema.

Lema 6.2. Si G es una gram�atica lineal entonces existe una expresi�on lineal
r tal que L(G) = im�(r).

Demostraci�on.

A partir del esquema que se reproduce en la �gura 6.1, podemos obtener
la expresi�on lineal de una gram�atica lineal dada.

As��, tomando como punto de partida G basta con construir su gram�atica
extendida regular Ger. Podemos asociar a Ger una expresi�on regular aplicando
m�etodos bien conocidos como los que se muestran en [8]. De esta forma, la
expresi�on regular r para Ger denota su lenguaje y, a su vez, es una expresi�on
lineal que denota im�(L(G)) tal y como se estableci�o en el lema 6.1.

�

Es claro que, dada una gram�atica lineal siempre podemos construir una
gram�atica regular extendida asociada a ella. Si aplicamos a la gram�atica re-
gular extendida el m�etodo de an�alisis basado en sistemas de ecuaciones tal y co-
mo se realiza sobre las gram�aticas regulares [8], entonces se puede obtener una
expresi�on lineal cuya imagen se corresponde con el lenguaje de la gram�atica
lineal inicial. Veamos a continuaci�on un ejemplo de aplicaci�on de las citadas
t�ecnicas.

Ejemplo 6.5. Dada la gram�atica regular extendida del ejemplo 6.4, su ex-
presi�on lineal se obtiene mediante el siguiente sistema de ecuaciones
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Transformacion’

{L, R}Σ

{L, R}Σ

Expresion lineal’

Gram.  lineal

G

Gram. regular extendida

Ger

r

Lenguaje lineal

im(r)=L(G)

     regular

Sistemas de 
ecuaciones

imagen

Σ

Σ

Equivalencia

Figura 6.1: Esquema de obtenci�on del lenguaje de una gram�atica lineal.

S = aLA+ bLB
A = aRA+ bLB
B = aLC + bRB
C = �

9>>=>>;
La expresi�on lineal asociada a este sistema de ecuaciones se obtiene me-

diante resoluci�on del sistema anterior de la siguiente forma

S = aLA+ bLB
A = aRA+ bLB
B = aLC + bRB
C = �

9>>=>>;) C = �

S = aLA+ bLB
A = aRA+ bLB
B = aL + bRB

9=;) B = b�RaL

S = aLA+ bLb
�
RaL

A = aRA+ bLb
�
RaL

�
) A = a�RbLb

�
RaL

S = aLa
�
RbLb

�
RaL + bLb

�
RaL

�
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6.3 Equivalencia entre gram�aticas lineales

A partir del formalismo de expresiones lineales se pueden abordar problemas
tales como el de la equivalencia entre gram�aticas lineales [60] o el de la equi-
valencia estructural entre las mismas [35, 36, 54]. Si bien el primero resulta
indecidible tal y como Rozenberg demostr�o en su momento [60], para el se-
gundo podemos proporcionar un nuevo m�etodo que lo resuelve a pesar de no
modi�car los resultados ya conocidos sobre su complejidad.

Veamos en primer lugar el problema de la equivalencia entre gram�aticas
que lo relacionaremos con el presente trabajo seg�un el siguiente teorema.

Teorema 6.2. Dadas dos expresiones lineales, r y s, el problema de la equiva-
lencia entre ambas es indecidible. Es decir, no existe un procedimiento efectivo
para establecer si im�(r) = im�(s).

Demostraci�on.

El problema de la equivalencia entre gram�aticas lineales es indecidible tal
y como demostr�o Rozenberg [60]. Es f�acil reducir el problema de equivalencia
de dos gram�aticas lineales al de sus respectivas expresiones lineales. De aqu��
la irresolubilidad del problema expuesto en el teorema.

�

Por otra parte, el problema de la equivalencia estructural entre dos gram�a-
ticas lineales G1 y G2 consiste en establecer si el conjunto de �arboles de
derivaci�on de G1 es id�entico al de G2 con la excepci�on de los nombres da-
dos a los nodos internos de los �arboles, es decir a los s��mbolos auxiliares de las
gram�aticas. Este problema fue demostrado en su momento como PSPACE -
completo [35, 36, 54]. Podemos reducir el problema de la equivalencia estruc-
tural al de la equivalencia entre gram�aticas regulares, demostrado tambi�en
como PSPACE -completo [35].

As��, dadas dos gram�aticas linealesG y G0 su equivalencia estructural puede
establecerse a partir de la equivalencia entre Ger y G

0
er.

Teorema 6.3. Sean G y G0 dos gram�aticas lineales en forma normal y Ger

y G0
er sus gram�aticas extendidas regulares correspondientes. Entonces, G es

estructuralmente equivalente a G0 si y s�olo si Ger es equivalente a G
0
er

Demostraci�on.

Trivial a partir de la demostraci�on del lema 6.1.
�

Obs�ervese que el anterior resultado se limita a gram�aticas lineales en forma
normal. Podemos extender en cierto sentido el anterior resultado para trabajar
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con gram�aticas lineales que no presenten una forma normal. Formalizaremos
el resultado mediante el siguiente teorema.

Teorema 6.4. Sean G1 y G2 gram�aticas lineales. Existen gram�aticas lineales
en forma normal G0

1 y G
0
2 que son equivalentes respectivamente a G1 y G2 de

foma que se cumplen los dos siguiente enunciados

1. si G1 es estructuralmente equivalente a G2 entonces G0
1 es estructural-

mente equivalente a G0
2, y

2. si G0
1 es estructuralmente equivalente a G0

2 entonces G1 es equivalente a
G2.

Demostraci�on.

En primer lugar, obtendremos G0
1 y G0

2 a partir de G1 y G2 como sigue:
Para cada producci�on de G1 (o de G2) de la forma A ! a1 : : : anBb1b2 : : : bm
obtendremos un conjunto de producciones de la forma A! a1A1, � � � , An�1 !
anB1 y B1 ! B2bm, � � � , Bm ! Bb1. Para cada producci�on de la forma
A ! a1 : : : an obtendremos un conjunto de producciones de la forma A !
a1A1, � � � , An�1 ! anAn y An ! �. Finalmente, a partir de las producciones
A! a1 : : : anB y A! Bb1 : : : bm pueden obtenerse conjuntos de producciones
similares a las anteriores.

Podemos analizar, a partir de las gram�aticas obtenidas anteriormente, los
dos enunciados del teorema.

1. Supongamos que G1 es estructuralmente equivalente a G2. Entonces,
tal y como hemos obtenido las producciones en G0

1 y G0
2, estas dos

gram�aticas tambi�en son estructuralmente equivalentes.

2. Si G0
1 es estructuralmente equivalente a G0

2 entonces, trivialmente G1

y G2 son equivalentes. Obs�ervese que G1 y G2 no son necesariamente
estructuralmente equivalentes ya que las transformaciones en las produc-
ciones que hemos aplicado no son correspondencias inyectivas. Es decir,
puede ser que producciones distintas, proporcionen el mismo conjunto de
producciones normalizadas. Por ejemplo, si tenemos A! abB y B ! c
en G1 y A! aB y B ! bc en G2 entonces las estructuras obtenidas en
G1 y G2 son distintas, no as�� las que obtenemos en G0

1 y G
0
2.

�
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6.4 Equivalencia entre expresiones lineales

A pesar de los resultados que hemos expuesto acerca de la complejidad e in-
decidibilidad de los problemas de equivalencia en las expresiones y gram�aticas
lineales, podemos, sin embargo, establecer algunas transformaciones en estas
que nos preserven la equivalencia de las mismas. As��, podemos bene�ciarnos de
la dualidad que plantean las expresiones lineales (en el sentido de que de�nen
simult�aneamente lenguajes regulares y lineales distintos), para proporcionar
propiedades de equivalencia entre las mismas.

A partir de estas propiedades podremos profundizar en algunos aspectos
de la complejidad de las gram�aticas lineales. En primer lugar, de�niremos dos
tipos de equivalencia que est�an ampliamente relacionadas.

De�nici�on 6.8. Sean r y s expresiones lineales sobre �fL;Rg. Diremos que r
y s son regular-equivalentes, y lo denotaremos por r �REG s sii L(r) = L(s).
Diremos que r y s son lineal-equivalentes, y lo denotaremos por r �LIN s, sii
im�(r) = im�(s). �

A partir de la anterior de�nici�on prodemos proporcionar ya un conjunto
de propiedades de equivalencia entre expresiones lineales bas�andonos en las
relativas a las expresiones regulares. Esto lo haremos a partir de la siguiente
propiedad.

Propiedad 6.1. Sean r y s expresiones lineales sobre �fL;Rg. Si r �REG s
entonces r �LIN s. �

Demostraci�on.

Sean r y s expresiones lineales sobre �fL;Rg regular-equivalentes. Obvia-
mente, x 2 L(r) sii x 2 L(s). Supongamos que x 2 im�(r). Claramente, debe
existir x̂ 2 L(r) de forma que im�(x̂) = x. Por lo tanto, x̂ 2 L(s) dado que
r �REG s y x 2 im�(s).

El resultado partiendo de im�(s) puede demostrarse de forma similar, por
lo que im�(r) = im�(s) y r �LIN s.

Ejemplo 6.6. El resultado inverso al planteado en la Propiedad 6.1 no es
cierto. Obs�ervese que aLbR �LIN bRaL mientras que aLbR 6�REG bRaL. �

Una vez establecidas las propiedades de equivalencia entre expresiones
regulares como propiedades v�alidas para las expresiones lineales, nos pro-
ponemos establecer dos conjuntos de propiedades de equivalencia que, en ge-
neral, s�olo son v�alidas para las expresiones lineales. En concreto, nos planteare-
mos dos tipos de propiedades: propiedades de permutaci�on y propiedades de
compresi�on. Analizaremos cada una de ellas a continuaci�on.
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Permutaci�on

Las permutaciones que vamos a analizar en las expresiones lineales intentan
producir un orden en los s��mbolos que aparecen en las mismas. As��, el resultado
de aplicar un cierto tipo de permutaci�on en cualquier expresi�on lineal producir�a
que, en la misma, aparezcan en primer lugar los s��mbolos indexados por L
y, posteriormente, aquellos indexados por R. Formalizaremos este tipo de
permutaci�on mediante la funci�on  : ��

fL;Rg ! ��
fL;Rg que se de�ne como

sigue

1.  (�) = �

2. (8a 2 �)(8x 2 ��
fL;Rg)  (aRx) =  (x)aR

3. (8a 2 �)(8x 2 ��
fL;Rg)  (aLx) = aL (x)

Obviamente, si x 2 ��
fL;Rg entonces  (x) 2 ��

fLg�
�
fRg. As��, para cada

cadena x, podemos �jar  (x) = x1x2 donde x1 2 ��
fLg y x2 2 ��

fRg. A partir
de la funci�on  podemos de�nir la transformaci�on � : ��

fL;Rg ! ��
fL;Rg como

sigue

(8x 2 ��
fL;Rg) �(x) = x1x

inv
2 con  (x) = x1x2

Podemos establecer propiedades de equivalencia bas�andonos en la trans-
formaci�on � como sigue

Propiedad 6.2. Sea x 2 ��
fL;Rg, entonces x �LIN �(x).

Demostraci�on.

Demostraremos el enunciado mediante un proceso de inducci�on sobre la
longitud de cada posible cadena x. En primer lugar, tomaremos � como base

de inducci�on en la demostraci�on. Claramente, �(�) = � y x �LIN �(x).

A continuaci�on formulamos una hip�otesis de inducci�on que consiste en
que para cualquier cadena x de longitud menor o igual que n se cumple que
x �LIN �(x).

Finalmente, tomaremos una cadena x con longitud n + 1. Podemos con-
siderar dos posibles casos. En primer lugar, tomemos x = aLx0. En este caso,
�(x) = aL�(x0), y im�(�(x)) = a � im�(�(x0)) = a � im�(x0) = im�(x).

Como segundo caso, tomemos x = aRx0. Entonces se cumple que �(x) =
x01(x02aR)inv = x01aR(x02)inv con x01 2 ��

L y x02 2 ��
R. Por lo tanto,

im�(�(x)) = im�(x01)�im�(aRx0inv2 ) = im�(x01)im�(x0inv2 )a = im�(�(x0))a =
im�(x0)a = im�(x).

�
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Una vez demostrada la propiedad anterior, podemos extender la transfor-
maci�on � para que act�ue sobre conjuntos de cadenas, esto es lenguajes. As��, si
L es un lenguaje sobre �fL;Rg, entonces �(L) = f�(x) j x 2 Lg. Finalmente,
podemos de�nir � sobre expresiones lineales de acuerdo con las siguientes re-
glas

1. �(;) = ;

2. �(�) = �

3. �(aR) = aR y �(aL) = aL

4. para cualquier expresi�on lineal r, �((r)) = �(r)

5. para cualquier par de expresiones lineales r y s, �(r + s) = �(r) + �(s)

6. para cualquier par de expresiones lineales r y s, �(rs) = �(r)�(s)1

7. para cada expresi�on lineal r, �(r�) = (�(r))�

A partir de las anteriores reglas y de la Propiedad 6.2, podemos deducir el
siguiente resultado.

Corolario 6.1. Sean r y s expresiones lineales. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades de equivalencia

1. r + s �LIN �(r) + �(s)

2. rs �LIN �(rs)

3. r� �LIN (�(r))�

�

Ejemplo 6.7. Sea r = aLbRaL + (aRaL + bRbR)
�. Entonces, r es equivalente

a �(r) = aLaLbR + (aLaR + bRbR)
�.

Sea s = aRaRb
�
L. Entonces, s es equivalente a �(s) = b�LaRaR.

�

1Obs�ervese que, para cualquier expresi�on lineal t = rs, el valor de �(rs) no es �unico y
depende en la forma de seleccionar las diferentes expresiones r y s que dan lugar a t.



104 Cap��tulo 6 Complejidad de los lenguajes lineales

Compresi�on

La compresi�on es otra transformaci�on sobre expresiones lineales que trata de
reducir el n�umero de ��ndices que aparecen en las mismas. De esta forma,
el objetivo es obtener una expresi�on m�as compacta de forma que aquellos
s��mbolos consecutivos que aparecen con el mismo ��ndice puedan agruparse
en una sola cadena con un �unico ��ndice. Esta forma de agrupaci�on, ser�a
especialmente �util cuando se analice la complejidad de Kolmogorov de los
lenguajes lineales. Formalizaremos esta transformaci�on mediante la funci�on '
como sigue

(8x 2 ��
fL;Rg) '(x) = [im�(x1)]L [im�(x2)]R con �(x) = x1x2

Obs�ervese que la funci�on ' realiza un cambio de representaci�on de forma
que su resultado se expresa mediante cadenas de s��mbolos con un �unico ��ndice
L o R. En este caso, podemos de�nir f��gfLg como el conjunto de cadenas
de � que tienen un �unico ��ndice L. De igual forma, f��gfRg es el conjunto de
cadenas de � que tienen un �unico ��ndice R.

De�niremos la funci�on im� para que act�ue sobre el resultado de ' como
sigue

(8x 2 ��
fL;Rg)im�('(x)) = im�(x1)im�(x2) con �(x) = x1x2

Podemos obtener la siguiente propiedad de equivalencia con respecto a la
funci�on '

Propiedad 6.3. Sea x 2 ��
fL;Rg, entonces x �LIN '(x).

Demostraci�on.

Demostraremos el enunciado tal y como lo hemos hecho en la Propiedad
6.2, es decir mediante un proceso inductivo sobre la longitud de las cadenas x

En primer lugar, como base de inducci�on, tomaremos x = �. En este caso,
'(�) = � e im�(�) = im�('(�)). Por lo tanto, x �LIN '(x).

Formularemos como hip�otesis de inducci�on que para toda cadena de lon-
gitud menor o igual a n se cumple que x �LIN '(x).

Finalmente, tomaremos cadenas x de longitud n + 1. En primer lugar
supongamos que x = aLx0. Entonces '(aLx0) = [a � im�(x1)]L[im�(x2)]R.
Aqu��, im�([a � im�(x1)]L[im�(x2)]R) = a � im�(x1)im�(x2) = a � im�(x0) =
im�(x). La segunda posibilidad que existe es que x = aRx0. Aqu��, '(aRx0) =
[im�(x1)]L[im�(aRx2)]R = [im�(x1)]L[im�(x2)�a]R. Por lo tanto, im�('(aRx0)) =
im�(x1)im�(x2) � a = im�(aRx0) = im�(x).

�
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Una vez demostrada la Propiedad 6.3 podemos extender la transforma-
ci�on ' para que act�ue sobre conjuntos de cadenas, esto es lenguajes. As��, si
tomamos L como un lenguaje de�nido sobre �fL;Rg entonces '(L) = f'(x) j
x 2 Lg. Finalmente, podemos de�nir ' para que act�ue sobre expresiones
lineales como sigue

1. '(;) = ;

2. '(�) = �

3. '(aR) = aR y '(aL) = aL

4. para cualquier expresi�on lineal r, '((r)) = '(r)

5. para cualquier par de expresiones lineales r y s, '(r + s) = '(r) + '(s)

6. para cualquier par de expresiones lineales r y s, '(rs) = '(r)'(s) 2

7. para cada expresi�on lineal r, '(r�) = ('(r))�

A partir de las anteriores reglas y de la Propiedad 6.3, podemos deducir el
siguiente resultado.

Corolario 6.2. Sean r y s expresiones lineales. Entonces se cumplen las
siguiente propiedades de equivalencia

1. r + s �LIN '(r) + '(s)

2. rs �LIN '(rs)

3. r� �LIN ('(r))�

�

Ejemplo 6.8. Sea r = aLbRaL + (aRaL + bRbR)
�. Entonces, r es equivalente

a '(r) = (aa)LbR + (aLaR + (bb)R)
�.

Sea s = aL(bRaLbL)
�bL. Entonces s es equivalente a '(s) = aL((ab)LbR)

�bL.

�

2Obs�ervese que, para una expresi�on lineal dada t = rs, el valor de '(rs) no es �unico y
depende de la forma de seleccionar las diferentes expresiones r y s que dan lugar a t.
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6.5 Complejidad de reverso de los lenguajes lineales

La complejidad de reverso de un lenguaje, en su versi�on determinista, se
de�ne como el n�umero m�aximo de cambios de direcci�on (reversos) que rea-
lizan las cabezas de cinta de una m�aquina de Turing determinista durante el
procesamiento de una cadena de entrada [9, 75]. Denotaremos a la clase de
lenguajes aceptados por m�aquinas de Turing deterministas con k cintas que
realizan como m�aximo O(f(n)) reversos al procesar entradas de longitud n por
DREV ERSALk(f). Denotaremos porDREV ERSAL(f) a la uni�on de clases
de lenguajes

S
k�1DREV ERSALk(f). Podemos proporcionar de�niciones

similares para m�aquinas de Turing no deterministas. As��, NREV ERSALk(f)
denota la clase de lenguajes aceptados por m�aquinas de Turing no determi-
nistas con k cintas que realizan como m�aximo O(f(n)) reversos al procesar
entradas de longitud n. Ha sido demostrado que la clase de lenguajes lineales
LIN se corresponde con la clase de lenguajes NREV ERSAL1(1) [75].

En este apartado, estudiaremos la complejidad de reverso asociada a las
expresiones lineales. Obviamente, existe una clara correspondencia entre los
cambios de direcci�on que realiza una m�aquina de Turing durante su com-
putaci�on ante cadenas de entrada de un lenguaje lineal y los cambios de linea-
lidad que se realizan en un proceso de derivaci�on de cadenas en una gram�atica
lineal que genera el mismo lenguaje.

Con el �animo de de�nir el numero de cambios de linealidad de izquierda
a derecha (o de derecha a izquierda) que se realiza en un proceso derivativo
de una gram�atica lineal, centraremos nuestra atenci�on en los ��ndices (L o R)
que aparecen en los s��mbolos de la expresi�on lineal asociada a la gram�atica.
De esta forma, los ��ndices proporcionan su�ciente informaci�on acerca de la
complejidad de reverso de los lenguajes lineales.

De�nici�on 6.9. Sea G una gram�atica lineal. De�niremos la complejidad
de reverso de L(G) como el n�umero m�aximo de cambios de linealidad (de
izquierda a derecha y de derecha a izquierda) que ocurren en la gram�atica
cuando se deriva una cadena x 2 L(G). Obviamente, esta complejidad se
de�ne como una funci�on que va del conjunto de naturales (la longitud de
las cadenas derivadas) al conjunto de naturales (el n�umero de cambios de
linealidad). �

Denotaremos por G a la familia de gram�aticas lineales en forma normal.
De igual forma, denotaremos por REV ERSALG(f) a la familia de lenguajes
que pueden ser generados por gram�aticas lineales de G con complejidad de
reverso O(f(n)).



6.5 Complejidad de reverso de los lenguajes lineales 107

Dado que el lenguaje de cualquier gram�atica lineal en forma normal puede
describirse mediante una expresi�on lineal, podemos deducir la complejidad
de reverso de un lenguaje lineal a partir del n�umero de ��ndices L y R no
consecutivos que aparecen en su correspondiente expresi�on lineal.

Dado que trabajaremos con las expresiones lineales para analizar la com-
plejidad de reverso, de�niremos el lenguaje de reverso de una expresi�on li-
neal como el conjunto de cadenas formadas por los ��ndices de las cadenas que
pertenecen a la expresi�on. Lo formalizaremos mediante el conjunto imfL;Rg(r)
que se calcula mediante las siguientes reglas:

1. imfL;Rg(;) es el lenguaje vac��o

2. imfL;Rg(�) = f�g

3. imfL;Rg(aL) = L

4. imfL;Rg(aR) = R

5. imfL;Rg((r)) = imfL;Rg(r)

6. imfL;Rg(r + s) = imfL;Rg(r) [ imfL;Rg(s)

7. imfL;Rg(rs) = fimfL;Rg(xy) : x 2 L(r); y 2 L(s)g

8. imfL;Rg(r
�) = (imfL;Rg(r))

�.

Dada una expresi�on lineal, a cada una de las cadenas de su lenguaje de
reverso la denominaremos cadena de reverso. Obs�ervese que, en cualquier
proceso de derivaci�on de una cadena en una gram�atica lineal en forma normal,
aparece asociada una cadena de reverso que describe el n�umero de cambios de
linealidad que ocurren durante la derivaci�on de la cadena en cuesti�on.

Ejemplo 6.9. Damos los siguientes ejemplos de lenguajes de reverso asociados
a expresiones lineales:

1. Sea r = (aLbRbR)
�, entonces imfL;Rg(r) = (LRR)�.

2. Sea s = (aLaR + bLbR)
�, entonces imfL;Rg(s) = (LR)�.

3. Sea t = aLbRaL+ (aRaL+ bRbR)
�, entonces imfL;Rg(t) = LRL+ (RL+

RR)�.

�
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Un primer resultado que podemos obtener en cuanto a los lenguajes de
reverso es el que se muestra a continuaci�on.

Teorema 6.5. Sea r una expresi�on lineal sobre �fL;Rg. Entonces, imfL;Rg(r)
es regular.

Demostraci�on.

Construiremos una gram�atica regular (lineal por la derecha) para cada una
de las posibles expresiones lineales.

1. r = ;

La gram�atica regular (fSg; fL;Rg; ;; S) genera trivialmente el conjunto
vac��o.

2. r = �

La gram�atica (fSg; fL;Rg; fS ! �g; S) genera trivialmente el lenguaje
f�g.

3. r = aL

La gram�atica (fSg; fL;Rg; fS ! Lg; S) genera fLg.

4. r = aR

La gram�atica (fSg; fL;Rg; fS ! Rg; S) genera fRg.

5. r = s+ t

Supongamos que las gram�aticas regulares Gs = (Ns; fL;Rg; Ps; Ss) y
Gt = (Nt; fL;Rg; Pt; St) existen y que L(Gs) = imfL;Rg(s) y L(Gt) =
imfL;Rg(t) con Ns \Nt = ;. La gram�atica (Ns [Nt [ fSrg; fL;Rg; Ps [
Pt [ fSr ! Ss j Stg; Sr) genera el lenguaje de reverso imfL;Rg(r).

6. r = st

Como en el caso anterior, supongamos que las gram�aticas regulares
Gs = (Ns; fL;Rg; Ps; Ss) y Gt = (Nt; fL;Rg; Pt; St) generan imfL;Rg(s)
y imfL;Rg(t) respectivamente, con Ns \ Nt = ;. La gram�atica (Ns [
Nt; fL;Rg; P 0

s [ Pt; Ss) donde P
0
s est�a de�nida por las reglas

(a) (8A;B 2 Ns) (8a 2 fL;R; �g) A! aB 2 Ps ) A! aB 2 P 0
s

(b) (8A 2 Ns) (8a 2 fL;R; �g) A! a 2 Ps ) A! aSt 2 P 0
s

genera el lenguaje de reverso imfL;Rg(r).
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7. r = s�

Supongamos que la gram�atica regular Gs = (Ns; fL;Rg; Ps; Ss) genera
imfL;Rg(s). Entonces, la gram�atica Gr = (Ns[fSrg; fL;Rg; Ps [fSr !
Ss j �g [ P

0
s; Sr) donde P

0
s se de�ne mediante la regla

(8A 2 Ns) (8a 2 fL;R; �g) A! a 2 Ps ) A! aSr 2 P 0
s

genera el lenguaje de reverso imfL;Rg(r).

�

Una vez establecida la regularidad del lenguaje de reverso de cualquier
expresi�on lineal podemos transformar cualquiera de ellas, de acuerdo con la
funci�on ' anteriormente de�nida, para obtener una descripci�on m�as compacta
de los lenguajes lineales. Nuestra intenci�on es evitar expresiones donde aparez-
can de forma secuencial ��ndices L o ��ndices R dado que �unicamente implica un
cambio de linealidad la alternancia de ��ndices L y R. Podemos encontrar para
cada gram�atica lineal en forma normal G otra gram�atica lineal Ĝ de forma
que si r es la expresi�on lineal para G entonces '(r) es la expresi�on lineal para
Ĝ. As��, denotaremos por Ĝ a la clase de gram�aticas Ĝ que cumplen la anterior
caracter��stica.

Bas�andonos en la anterior clase de gram�aticas, proporcionaremos el si-
guiente resultado acerca de la complejidad de reverso de los lenguajes lineales.

Teorema 6.6. LIN � REV ERSALĜ(n).

Demostraci�on.

La demostraci�on del enunciado es f�acilmente deducible a partir de las
propiedades de equivalencia de compresi�on y del Teorema 6.5. Obs�ervese que
el lenguaje de reverso de cualquier expresi�on lineal es a su vez regular. Por
lo tanto, cualquier cadena de reverso puede ser analizada en tiempo lineal y
el n�umero de reversos es en consecuencia lineal. De aqu�� que la funci�on de
complejidad sea f(n) = n.

�

Obviamente, todos los lenguajes lineales presentan una complejidad de re-
verso que est�a acotada superiormente de forma lineal, tal y como se expresa
en el Teorema 6.6. Sin embargo, subclases de los lenguajes lineales, como por
ejemplo los lenguajes regulares presentan una complejidad de reverso acotada
por una constante. Es trivial comprobar que para cada lenguaje regular ex-
iste una expresi�on lineal donde no existen ��ndices L (si la gram�atica es lineal
por la izquierda) o ��ndices R (si la gram�atica es lineal por la derecha) y, en
consecuencia, no hace falta ning�un cambio de linealidad para la derivaci�on de
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las cadenas del lenguaje. El lenguaje de reverso que presentan los lenguajes
regulares est�a incluido en L� o R�.

Aceleraci�on de la complejidad de reverso

Una vez establecido el resultado general para la complejidad de reverso, nos
proponemos a continuaci�on obtener un resultado de aceleraci�on para la misma
similar a los que se han planteado para otras medidas de complejidad como es
el tiempo y similar a los resultados de compresibilidad que se han planteado
para el espacio. Aqu�� debemos entender la aceleraci�on como una reducci�on
en el n�umero de cambios de linealidad necesarios para derivar las cadenas
de cualquier lenguaje lineal de acuerdo con una gram�atica lineal dada. As��,
nos planteamos demostrar que, para cada gram�atica lineal, siempre podemos
obtener otra gram�atica lineal equivalente de forma que el n�umero de reversos
de la gram�atica equivalente reduce en un factor constante el n�umero de reversos
de la gram�atica original. Esto lo estableceremos mediante el siguiente teorema.

Teorema 6.7. Sea L un lenguaje lineal. Para cada constante c tal que
0 < c � 1, L 2 REV ERSALĜ(c � n).

Demostraci�on.

En primer lugar supondremos que L es in�nito ya que, si L fuera �nito
entonces f�acilmente podr��amos construir una gram�atica regular que lo genere
y que, en consecuencia, tuviera una complejidad de reverso constante.

Por lo tanto, supongamos que L es in�nito y que r es una expresi�on lineal
que describe a L. Podemos obtener una expresi�on lineal equivalente a r a
partir de la transformaci�on '(r). Obs�ervese que, en cualquier expresi�on lineal
t� podemos aplicar la propiedad de equivalencia t� �REG (� + t + tt + � � � +
tk�1)(tk)�. De esta forma, tomaremos cualquier subexpresi�on s que aparezca
en '(r) y que est�e afectada por el operador de clausura y le aplicaremos la
anterior propiedad con el valor k = d1=ce. Dado que s �LIN (�+s+ss+ � � �+
sk�1)(sk)�, entonces s es equivalente a ('(�)+'(s)+� � �+'(sk�1))'((sk)�). A
continuaci�on observemos la expresi�on '((sk)�). Podemos aplicar la propiedad
de equivalencia '((sk)�) �LIN ('(sk))�. Es f�acil comprobar que en ('(sk))�

s�olo es necesario un cambio de linealidad cada k s��mbolos. En consecuencia,
la complejidad de reverso se reduce k veces, es decir, aumenta c veces. Por
lo tanto, si aplicamos la anterior propiedad de equivalencia a todas aquellas
subexpresiones que aparezcan en '(r) y que est�en afectadas por el operador
de clausura, entonces podemos reducir el n�umero de cambios de linealidad de
sus cadenas. Las dem�as subexpresiones que aparecen en '(r), y que no est�an
afectadas por el operador de clausura, pueden transformarse de forma trivial
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en otras expresiones equivalentes que reducen en la misma medida el n�umero
de reversos. �

Ejemplo 6.10. Sea r = (aLbR)
�. Podemos reducir el n�umero de reversos a la

mitad si obtenemos la expresi�on equivalente (�+aLbR)((aa)L(bb)R)
�. De igual

forma, se puede reducir el n�umero de reversos a un tercio del de la expresi�on
r al obtener la expresi�on (�+ aLbR + (aa)L(bb)R)((aaa)L(bbb)R)

�
�

Un problema de identi�caci�on asociado a la complejidad de re-

verso

Al analizar la complejidad de reverso de los lenguajes lineales hemos de�nido
los lenguajes de reverso asociados a los mismos. El lenguaje de reverso de un
lenguaje lineal no s�olo nos proporciona una herramienta �util para analizar la
complejidad de reverso sino que, adem�as, describe de forma precisa la informa-
ci�on puramente estructural que alberga la gram�atica asociada al mismo. Por
ejemplo, en el caso de los lenguajes regulares, el lenguaje de reverso, al trabajar
con gram�aticas regulares, se limita a subconjuntos triviales de L� (si traba-
jamos con gram�aticas lineales por la derecha) o de R� (si las gram�aticas son
lineales por la izquierda). En el caso de gram�aticas lineales pares, el lenguaje
de reverso vuelve a de�nirse trivialmente a partir de subconjuntos de (LR)�

(si trabajamos con gram�aticas en forma normal). Sin embargo, en el caso de
los lenguajes lineales, los lenguajes de reverso asociados ya no se de�nen como
conjuntos triviales. La variabilidad que aparece en las gram�aticas lineales a
la hora de ordenar la generaci�on de los s��mbolos durante una derivaci�on no es
�unica y, por lo tanto, pueden aparecer multitud de lenguajes de reverso que
formen una clase de lenguajes regulares a analizar.

Este problema suscita nuestro inter�es ya que, si podemos catalogar los
lenguajes de reverso como alguna clase de lenguajes ya conocida, entonces
podemos deducir nuevas formas normales para las gram�aticas lineales que
tienen asociadas. M�as a�un, si la clase de lenguajes de reverso pudiera ser
inferida de forma e�ciente, entonces se abrir��a una nueva aproximaci�on a la
identi�caci�on de lenguajes lineales a partir de cadenas. Podr��amos deducir
la estructura subyacente de las cadenas a partir del lenguaje de reverso y,
posteriormente, podr��amos resolver el problema gen�erico de la identi�caci�on
mediante reducciones a clases ya conocidas de forma similar a como hizo Sakak-
ibara mediante informaci�on estructural [62, 63]. Analizaremos estos aspectos
a continuaci�on.

Denotaremos a la clase de los lenguajes de reverso por LINRV . Podemos
aportar el siguiente resultado acerca de la inferibilidad de LINRV .
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Teorema 6.8. La familia de lenguajes de reverso, LINRV no es identi�cable
�unicamente a partir de datos positivos.

Demostraci�on.

De�namos el siguiente conjunto de lenguajes de reverso
S1 = LR(LR)�

S2 = LR(LR)�LR
S3 = LR(LR)�LR(LR)�LR
Si = Si�1(LR)

�LR
S� = (LR)�

No existe ning�un indicador �nito posible para S�, ya que ese indicador
lo ser��a tambi�en para alg�un lenguaje Si que, a su vez, estar��a incluido en S�
rompiendo la Condici�on 3 expuesta por Angluin [3] como necesaria para la
inferencia a partir de datos positivos y enunciada en el Teorema 2.1.

�

Obs�ervese que el anterior teorema establece que los lenguajes de reverso no
son identi�cables a partir de informaci�on positiva. Es decir, no podemos inferir
los cambios de linealidad de una gram�atica lineal bas�andonos �unicamente en
ejemplos de c�omo se producen esos cambios.

6.6 Complejidad de Kolmogorov de los lenguajes

lineales

La complejidad de Kolmogorov [41] mide la cantidad de informaci�on necesaria
para describir un objeto. Habitualmente, los objetos a los que nos referi-
mos son generadores de secuencias in�nitas de informaci�on (cadenas in�nitas
aleatorias o no). En nuestro caso, nos interesamos por la complejidad de Kol-
mogorov de los lenguajes lineales, es decir el n�umero de bits necesarios para
describirlos. Es evidente que la complejidad de Kolmogorov de un lenguaje
lineal puede relacionarse con la complejidad de una gram�atica que lo genere.
Dado que existen in�nitas gram�aticas que generan el mismo lenguaje y que
los tama~nos de esas gram�aticas pueden variar, la complejidad de Kolmogorov
de un lenguaje expresada a trav�es de la complejidad de una gram�atica lineal
que lo genere es una cota superior de la complejidad real del lenguaje.

Otro punto de inter�es al medir la complejidad de Kolmogorov de los lengua-
jes lineales es que cada uno de ellos puede considerarse una cadena in�nita
compuesta por las cadenas del lenguaje separadas por s��mbolos prede�nidos.
Es decir, si L = fx1; x2; � � � g, entonces L representa la cadena (in�nita)
< L >= x1#x2# � � � donde el s��mbolo # act�ua como separador. Bajo este
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punto de vista, los lenguajes lineales codi�can cadenas no aleatorias ya que,
como es bien conocido, las cadenas aleatorias no pueden comprimirse y las
cadenas de los lenguajes lineales s��, debido a que pueden describirse mediante
la expresi�on lineal correspondiente.

Para abordar este aspecto, proporcionaremos, en primer lugar, la notaci�on
y de�niciones que pueden consultarse en [41]. Posteriormente, proporcionare-
mos una cota superior para la complejidad de Kolmogorov de los lenguajes
lineales.

Dado un programa p, denotaremos su longitud mediante lg(p) y denotare-
mos su salida mediante S(p). Dada una cadena �nita x, denotaremos mediante
n(x) su orden en una enumeraci�on prede�nida.

De�nici�on 6.10. Sea � un alfabeto y x una secuencia (posiblemente in�nita)
de s��mbolos de �. La complejidad de Kolmogorov de x se de�ne como K(x) =
minflg(p) : S(p) = n(x)g. Es decir, es el tama~no del programa m��nimo que
escribe (da como salida) x. �

Podemos modi�car la anterior de�nici�on para su actuaci�on sobre lenguajes
lineales como sigue.

De�nici�on 6.11. Sea L un lenguaje lineal. La complejidad de Kolmogorov
de L se de�ne como K(L) = minflg(p) : S(p) = n(r)^ im�(r) = Lg. Es decir,
es el tama~no del programa m��nimo que escribe una expresi�on lineal r tal que
r describe a L. �

Obs�ervese que, para describir cualquier expresi�on lineal, debemos especi-
�car: (1) Un conjunto de cadenas pertenecientes a un alfabeto � (los ge-

neradores), (2) Un conjunto de ��ndices que de�nan los cambios de lineali-
dad L y R, y (3) Una secuencia de operadores de clausura, concatenaci�on
y uni�on que aparecen en la expresi�on. Por lo tanto, cualquier expresi�on li-
neal r se puede de�nir como �m(x1y1x2y2 � � � xmym), donde x1; � � � ; xm son los
generadores, y = y1y2 � � � ym 2 fL;Rg� son los ��ndices para los cambios de li-
nealidad y � es un operador que de�ne el orden de actuaci�on de los operadores
dentro de la expresi�on. A partir de esta de�nici�on, podemos proporcionar
la siguiente cota superior para cualquier lenguaje lineal bL que admita una
expresi�on lineal r

K(bL) � K(r) � K(x1) + � � �+K(xm) +K(y) +K(�m(x1y1 � � � xmym)) +O(1)

con im�(r) = bL y r = �m(x1y1 � � � xmym). Podemos deducir una nueva cota
para �m dado que la informaci�on relevante que aporta �m es la posici�on donde
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act�ua cada operador y el operador que act�ua en cada posici�on. Por lo tanto,
podemos establecer la siguiente cota superior para �m

K(�m(x1y1 � � � xmym)) � log(x1) + � � �+ log(xm) +O(1)

Podemos aplicar las propiedades de equivalencia de compresi�on y per-
mutaci�on para establecer nuevas cotas. Lo formalizaremos mediante el si-
guiente resultado.

Teorema 6.9. Sea L un lenguaje lineal de�nido sobre � y r una expresi�on
lineal tal que L = im�(r). Entonces K(L) � K('(r)) � K(r).

Demostraci�on.

Obviamente, la primera desigualdad se cumple dado que podemos describir
L a partir de '(r). La segunda desigualdad se puede deducir a partir de las
siguiente a�rmaciones:

1. El n�umero de ��ndices para los cambios de linealidad que aparecen en
'(r) es menor o igual que el de los que aparecen en r.

2. El n�umero de operadores de concatenaci�on que act�uan en r es mayor o
igual que el n�umero de operadores de concatenaci�on que act�uan en '(r).
Por lo tanto, la complejidad del t�ermino � puede reducirse.

�

Finalmente, podemos establecer una relaci�on entre la complejidad de re-
verso y la complejidad de Kolmogorov. Veremos que a medida que la com-
plejidad de reverso decrece (obteniendo gram�aticas aceleradas) la complejidad
de Kolmogorov aumenta (cuesta m�as describir las citadas gram�aticas). Lo
formalizaremos mediante el siguiente resultado.

Teorema 6.10. Sea L un lenguaje lineal sobre � y r una expresi�on lineal tal
que im�(r) = L. Sea c una constante tal que 0 < c � 1 y rc una expresi�on
lineal para L de forma que la complejidad de reverso de L de acuerdo con r
decrece d1=ce veces al utilizar rc. Entonces K(r) � K(rc).

Demostraci�on.

Sea rc una expresi�on lineal para L obtenida a partir de r aplicando el Teore-
ma 6.7. Obviamente, podemos observar que rc tiene un n�umero de generadores
mayor o igual que r. Adem�as, rc tiene un mayor n�umero de operadores de
uni�on y concatenaci�on que r. Por lo tanto, se puede deducir que la canti-
dad de informaci�on necesaria para describir rc es mayor que la necesaria para
describir r.

�
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6.7 Conclusiones y problemas abiertos

Las expresiones lineales introducidas en el presente cap��tulo se han mostrado
como un formalismo adecuado para el estudio de algunas caracter��sticas de los
lenguajes lineales y, de forma m�as directa, de las gram�aticas lineales. Este tipo
de expresiones nos permiten establecer reducciones de los lenguajes lineales
a los lenguajes regulares y, por lo tanto, aprovechar algunos resultados ya
establecidos sobre los mismos.

Adem�as, hemos iniciado el estudio de la complejidad descriptiva de los
lenguajes lineales de forma natural aprovechando las expresiones lineales de�-
nidas en este cap��tulo. No s�olo hemos acotado la complejidad de Kolmogorov
de los lenguajes lineales sino que, adem�as, hemos podido comprobar algunas
relaciones entre medidas de complejidad como son la complejidad de Kol-
mogorov y la complejidad de reverso.

A la luz de lo ya estudiado, podemos establecer algunas l��neas de investi-
gaci�on que profundicen y ampl��en los resultados sobre complejidad descriptiva
de los lenguajes formales. Detallamos a continuaci�on algunos de esos futuros
trabajos.

� Las expresiones lineales de�nidas en este cap��tulo representan un primer
paso a dar en cuanto a la de�nici�on de clases de lenguajes con el mismo
formalismo. As��, tomando en cuenta la estructura de las gram�aticas,
podemos de�nir nuevas clases de expresiones que se asemejen a las ya
estudiadas y que caractericen clases de lenguajes superiores como los
lenguajes incontextuales o los sensibles al contexto.

� Otro trabajo que reclama nuestra atenci�on es la del estudio de las dis-
tintas clases de lenguajes lineales de�nidas en los cap��tulos 4 y 5 me-
diante expresiones lineales. As��, podemos rede�nir en esos t�erminos los
lenguajes reversibles, localmente testables y distinguibles por s��mbolos
terminales y estructura.

� Hemos estudiado la relaci�on entre la complejidad descriptiva y la com-
plejidad de reverso. Podemos estudiar otras relaciones entre otras me-
didas de complejidad tomando, como nexo de enlace, la complejidad de
Kolmogorov. De esta forma, podr��amos estudiar relaciones entre la com-
plejidad de espacio, tiempo y de reverso y la complejidad de descripci�on
en los lenguajes lineales.

� Finalmente, como un objetivo que nos vuelve al �area del aprendizaje
autom�atico, debemos estudiar la obtenci�on de nuevas formas normales
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en los lenguajes lineales a trav�es de las expresiones lineales. Este estudio
parece ser cr��tico a la hora de plantear algoritmos de aprendizaje de
lenguajes lineales que prescinda de la informaci�on estructural empleada
en el cap��tulo 5. En este sentido, las propiedades de permutaci�on y
compresi�on ya estudiadas son un primer paso.
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Conclusiones

A lo largo de la presente tesis se han estudiado algunos problemas relativos
al aprendizaje de lenguajes lineales y a su complejidad descriptiva. En ambas
�areas de estudio se presenta un nexo discursivo com�un como es el relativo al
estudio de las gram�aticas formales. Habitualmente, en cuanto al aprendizaje
de lenguajes formales, se hace especial �enfasis en la identi�caci�on de cualquier
gram�atica que genere el lenguaje objetivo. Aqu��, sin embargo, hemos dado el
papel principal a la identi�caci�on de gram�aticas estructuralmente equivalentes
a las que generan el lenguaje objetivo. Una de las conclusiones que podemos
establecer como v�alida es que, cuando los problemas de la clase de lenguajes
bajo estudio, empiezan a mostrarse con alta complejidad o sencillamente i-
rresolubles, el discurso del aprendizaje algor��tmico y, m�as en concreto, el de la
inferencia gramatical, debe cambiar. Se debe cambiar el protocolo de informa-
ci�on y contar con informaci�on estructural y, por lo tanto, se deben reformular
las condiciones generales del aprendizaje para llegar hacia lo que podr��amos
denominar la Identi�caci�on estructural en el l��mite.

Lejos de cerrar el estudio de algunos problemas, la presente tesis ha tenido
como objetivo el estudio de los mismos con un nuevo enfoque. La importancia
que se le ha dado a la informaci�on estructural como fuente de datos v�alida
ha sido escasa a lo largo del tiempo. Sin embargo, creemos que este tipo
de informaci�on resulta imprescindible si queremos estudiar el aprendizaje de
conceptos cada vez m�as complejos. Por otra parte, desde un punto de vista
pr�actico, el esfuerzo que se hace en algunas tareas a la hora de representar
los objetos, como en el Reconocimiento Autom�atico de Formas, la Predicci�on
Autom�atica de Series Formales y la Inteligencia Arti�cial en general, no se
ve comprometido al introducir estructura que, por otra parte, nos permite
establecer relaciones m�as complejas en los conceptos a representar.

117
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Otro aspecto fundamental que se enfatiza en la presente tesis es la con-
cerniente al estudio formal de los lenguajes y las gram�aticas. En este trabajo
resulta imprescindible apelar a aquellos resultados que previamente han si-
do estudiados en el �area de la Teor��a de aut�omatas, gram�aticas y lenguajes
formales. M�as a�un, en m�ultiples ocasiones hemos obtenido resultados m�as
cercanos a esta teor��a que a la del aprendizaje computacional o algor��tmico.
Este trasvase de resultados resulta especialmente enriquecedor ya que no s�olo
permite profundizar en los problemas bajo estudio sino que los enfoca bajo
una perspectiva que en algunos casos nos muestra aspectos nuevos que antes
no hab��an sido considerados.

Por �ultimo, nos gustar��a resaltar que la clase de los lenguajes lineales es
un laboratorio de pruebas ideal para entender las di�cultades algor��tmicas del
aprendizaje autom�atico. En esta clase podemos obtener resultados y con-
clusiones v�alidas para clases de lenguajes m�as amplias. Obs�ervese que, en
el caso de los lenguajes regulares, los problemas de equivalencia, equivalen-
cia estructural, ambig�uedad, determinismo vs. no determinismo y compleji-
dad descriptiva o de reverso no nos permiten obtener conclusiones para otras
clases superiores, dado que, los problemas que suscitan son en algunos casos
inexistentes o con una di�cultad limitada.



Bibliograf��a

[1] V. Amar, G. Putzolu On a Family of Linear Grammars. Information and Control 7,
pp 283-291. 1964.

[2] S. Andrei, M. Kudlek Bidirectional Parsing for Linear Languages. Preproceedings
of the Fourth International Conference on Developments in Language Theory (DLT
99). W. Thomas (Ed.) pp 331-344. 1999.

[3] D. Angluin Inductive Inference of Formal Languages from Positive Data. Information
and Control 45, pp 117-135. 1980.

[4] D. Angluin Inference of Reversible Languages. Journal of the Association for Com-
puting Machinery Vol 29 No 3, pp 741-765. July 1982.

[5] D. Angluin, C. Smith Inductive Inference : Theory and Methods. Computing Surveys
15, No. 3 pp 237-269. 1983.

[6] J. Berstel Transductions and Context-Free Languages. Ed. Teubner Stuttgart. 1979.

[7] J. Brozozowski Derivatives of Regular Expressions. Journal of the Association for
Computing Machinery Vol. 11, No. 4, 481-494. 1964.

[8] J. Carroll, D. Long Theory of Finite Automata. Ed. Prentice-Hall. 1989.

[9] J. Chen, C. Yap Reversal Complexity. SIAM Journal on Computing Vol. 20, No. 4,
622-638. 1991.

[10] C. de La Higuera. Characteristic Sets for Polynomial Grammatical Inference. Ma-
chine Learning 27, 125-138. 1997.

[11] C. de la Higuera, J. Oncina. Inferring Deterministic Linear Languages. (aceptado
en la conferencia COLT 2002).

[12] D. de Jongh, M. Kanazawa Learnability Theory. 7th ESSLLI, Barcelona. 1995.

[13] J.D. Emerald, K.G. Subramanian, D.G. Thomas Learning code regular and code
linear languages. Proceedings of the Third International Colloquium on Grammatical
Inference ICGI-96. (L. Miclet, C. de la Higuera, eds). LNAI Vol. 1147, pp 211-221.
Springer. 1996.

119



120 BIBLIOGRAF�IA

[14] J.D. Emerald, K.G. Subramanian, D.G. Thomas Learning a subclass of context-
free Languages. Proceedings of the 4th International Colloquium ICGI-98. (V. Honavar,
G. Slutzki, eds). LNAI Vol. 1433, pp 223-243. 1998.

[15] J.D. Emerald, K.G. Subramanian, D.G. Thomas Inferring Subclasses of contextual
languages. Proceedings of the 5th International Colloquium ICGI 2000. (A. Oliveira,
ed.)LNAI Vol. 1891, pp 65-74. 2000.

[16] H. Fernau Learning of terminal distinguishable languages. Technical Report WSI{
99{23. Universit�at T�ubingen (Germany), Wilhelm-Schickard-Institut f�ur Informatik,
1999.

[17] H. Fernau k-gram extensions of terminal distinguishable languages. Proceedings of
the International Conference on Pattern Recognition ICPR 2000, Vol. 2 pp 125-128.
IEEE Press. 2000.

[18] H. Fernau Identi�cation of function distinguishable languages. Proceedings of the 11th
International Conference on Algorithmic Learning Theory ALT 2000. (H. Arimura, S.
Jain, A. Sharma, eds.). LNCS Vol. 1968 pp 116-130. Springer-Verlag 2000.

[19] K. Fu, T. Booth Grammatical Inference : Introduction and Survey, Part I and
II. IEEE Transactions on Pattern Recognition and Machine Intelligence Vol PAMI-8,
No.3, pp 343-375. 1986.

[20] P. Garc��a Explorabilidad Local en Inferencia Inductiva de Lenguajes Regulares y Apli-
caciones. Ph.D. Thesis. Departamento de Sistemas Inform�aticos y Computaci�on. Uni-
versidad Polit�ecnica de Valencia. 1988.

[21] P. Garc��a Learning k-Testable Tree Sets from positive data. Technical Report
DSIC-II/46/93. Departamento de Sistemas Inform�aticos y Computaci�on. Universidad
Polit�ecnica de Valencia. 1993.

[22] P. Garc��a, J. Oncina Inference of Recognizable tree sets. Technical Report
DSIC-II/47/93. Departamento de Sistemas Inform�aticos y Computaci�on. Universidad
Polit�ecnica de Valencia. 1993.

[23] P. Garc��a, E. Vidal, J. Oncina Learning Locally Testable Languages in the Strict
Sense. Proceedings of the First International Workshop on Algorithmic Learning The-
ory. pp 325-338. 1990.

[24] E.M. Gold Language Identi�cation in the Limit. Information and Control 10, pp
447-474. 1967.

[25] J. Gray, M. Harrison On the Covering and Reduction Problems for Context-Free
Grammars. Journal of the ACM, Vol. 19, No. 4. pp 675-698. 1972.

[26] S. Greibach The Undecidability of the Ambiguity Problem for Minimal Linear Gram-
mars. Information and Control 6, pp 119-125. 1963.

[27] S. Greibach The Unsolvability of the Recognition of Linear Context-Free Languages.
Journal of the ACM 13:4, pp 582-587. 1966.



BIBLIOGRAF�IA 121

[28] J. Gruska A Characterization of Context-free languages. Journal of Computer and
System Sciences 5, 353-364. 1971.

[29] M. Harrison Introduction to Formal Language Theory. Addison-Wesley Publishing
Company. 1978.

[30] K. Hashiguchi, H. Yoo. Extended regular expressions of star degree at most two.
Theoretical Computer Science 76, 272-284. 1990.

[31] K. Hashiguchi The In�nite 2-Star Height Hierarchy of Extended Regular Languages
of Star Degree at Most Two. Information and Computation 114, 237-246. 1994.

[32] M. Holzer, K. Lange On the Complexities of Linear LL(1) and LR(1) Grammars.
Proceedings of the 9th International Conference on Fundamentals of Computation
Theory (FCT 93). LNCS 710. pp 299-308. Springer. 1993.

[33] J. Hopcroft, J. Ullman Introduction to Automata Theory, Languages and Compu-
tation. Addison-Wesley Publishing Company. 1979.

[34] J. Hromkovi�c, S. Seibert and T. Wilke Translating Regular Expressions into Small
�-Free Nondeterministic Finite Automata. 14th Annual Symposium on Theoretical As-
pects of Computer Science (STACS'97). R. Reischuk and M. Morvan (Eds.). LNCS
Vol. 1200, pp 55-66. Springer. 1997.

[35] H. Hunt III, D. Rosenkrantz, T. Szymanski On the Equivalence, Containment,
and Covering Problems for Regular and Context-Free Languages. Journal of Computer
and System Sciences 12 pp 222-268. 1976.

[36] H. Hunt III, D. Rosenkrantz, T. Szymanski The Covering Problem for Linear
Context-Free Grammars. Theoretical Computer Science 2, pp 261-382. 1976.

[37] H. Hunt, D. Rosenkrantz EÆcient Algorithms for Structural Similarity of Gram-
mars. Proceedings of the Seventh Annual ACM Symposium in Principles of Program-
ming Languages. pp 213-219. 1980.

[38] S. C. Kleene Representation of Events in Nerve Nets and Finite Automata. pp 3-41 in
Automata Studies, C.E. Shannon and J. McCarthy (Eds.). Princeton University Press.
1956.

[39] T. Koshiba, E. M�akinen, Y. Takada Inferring pure context-free languages from
positive data. Acta Cybernetica 14 pp 469-477. 2000.

[40] T. Koshiba, E. M�akinen, Y. Takada Learning deterministic even linear languages
from positive examples. Theoretical Computer Science 185 pp 63-97. 1997.

[41] M. Li, P. Vit�anyi An Introduction to Kolmogorov Complexity and its Applications.
Springer-Verlag. 1993.

[42] E. M�akinen The grammatical inference problem for the Szilard languages of Linear
Grammars. Information Processing Letters 36, pp 203-206. 1990.



122 BIBLIOGRAF�IA

[43] E. M�akinen On the structural grammatical inference problem for some classes of
context-free grammars. Information Processing Letters 42 pp 1-5. 1992.

[44] E. M�akinen Remarks on the structural grammatical inference problem for context-free
grammars. Information Processing Letters 44 pp 125-127. 1992.

[45] E. M�akinen A Note on the Grammatical Inference Problem for Even Linear Lan-
guages. Technical Report A-1994-9. Department of Computer Science. University of
Tampere. 1994.

[46] E. M�akinen On inferring zero-reversible languages. Acta Cybernetica 14, pp 479-484.
2000 Science. University of Tampere. 1998.

[47] R. McNaughton, S. Papert Counter-free automata. MIT Press. 1971.

[48] L. Miclet Grammatical Inference. In Syntactic and Structural Pattern Recognition.
Theory and Applications Series in Computer Science Vol. 7. World Scienti�c. 1990.

[49] T. Mitchell Machine Learning. Ed. McGraw Hill. 1997.

[50] B. Natarajan Machine Learning. A Theoretical Approach. Morgan Kaufmann Pub-
lisher Inc. 1991.

[51] J. Oncina, P. Garc��a Inferring Regular Languages in Polynomial Updated Time. In
Series in Machine Perception and Arti�cial Intelligence (1) : Pattern Recognition and
Image Analysis. World Scienti�c. 1992.

[52] D. Osherson, M. Stob, S. Weinstein Systems That Learn. Cambridge, MA : MIT
Press. 1986.

[53] D. Osherson, S. Weinstein, D. de Jongh, E. Martin Formal Learning Theory.
Research Report LP-94-08. ILLC. Universiteit van Amsterdam. 1994.

[54] M. Paull, S. Unger Structural Equivalence of Context-Free Grammars. Journal of
Computer and Systems Sciences 2, pp 427-463. 1968.

[55] E. Post Recursive Unsolvability of a Problem of Thue. In The Undecidable. M. Davis
(ed.). Raven Press Books. 1965.

[56] V. Radhakrishnan Grammatical Inference from Positive Data : An E�ective Inte-
grated Approach. Ph.D. Thesis. Department of Computer Science and Engineering.
IIT Bombay. 1987.

[57] V. Radhakrishnan, G. Nagaraja Inference of Regular Grammars via Skeletons.
IEEE Trans. on Systems, Man and Cybernetics, 17 No. 6, pp 982-992. 1987.

[58] V. Radhakrishnan, G. Nagaraja Inference of Even Linear Grammars and its Ap-
plication to Picture Description Language. Pattern Recognition 21, No. 1. pp 55-62.
1988

[59] G. R�ev�esz Introduction to Formal Languages. McGraw-Hill Book Company. 1983.



BIBLIOGRAF�IA 123

[60] G. Rozenberg Direct Proofs of the Undecidability of the Equivalence Problem for
Sentential Forms of Linear Context-Free Grammars and the Equivalence Problem for
0L Systems. Information Processing Letters 1, pp 233-235. 1972.

[61] J. Ruiz Familias de Lenguajes Explorables : Inferencia Inductiva y Caracterizaci�on
Algebraica. Tesis doctoral. Departamento de Sistemas Inform�aticos y Computaci�on.
Universidad Polit�ecnica de Valencia. 1997.

[62] Y. Sakakibara Learning context-free grammars from structural data in polynomial
time. Theoretical Computer Science 76 pp 232-242. 1990.

[63] Y. Sakakibara EÆcient Learning of Context-Free Grammars from Positive Structural
Examples. Informacion and Computation 97 pp 23-60. 1992.

[64] Y. Sakakibara Recent advances of grammatical inference. Theoretical Computer Sci-
ence 185 pp 15-45. 1997.

[65] A. Salomaa Formal Languages. Academic Press. 1973.

[66] K. Salomaa, S. Yu EDT0L Structural Equivalence is Decidable. Proceedings of DTM-
CS'96 Springer. pp 363-375. 1996.

[67] J. Sempere Un nuevo algoritmo de aprendizaje de lenguajes regulares a partir de
presentaci�on completa ordenada lexicogr�a�camente. Proyecto de Licenciatura. Facultad
de Inform�atica. Universidad Polit�ecnica de Valencia. 1992.

[68] J. Sempere, A. Fos Learning Linear Grammars from Structural Information Lec-
ture Notes in Arti�cial Intelligence. Proceedings of the Third International Colloquium,
ICGI-96. Springer-Verlag. pp 126-133. 1996.

[69] R. Solomonoff A formal Theory of Inductive Inference (Part I and II). Information
and Control 7, pp 1-22, pp 224-254. 1964.

[70] Y. Takada Grammatical Inference of Even Linear Languages based on Control Sets.
Information Processing Letters 28, No. 4, pp 193-199. 1988.

[71] Y. Takada Algorithmic Learning Theory of Formal Languages and its Applications.
Research Report IIAS-RR-93-6E. FUJITSU. 1993.

[72] Y. Takada A Hierarchy of Language Families Learnable by Regular Languages Learn-
ers. Lecture Notes in Arti�cial Intelligence. Proceedings of the Second International
Colloquium on Grammatical Inference and Applications, ICGI-94. Springer-Verlag. pp
16-24. 1994.

[73] B. Trakhtenbrot, Y. Barzdin Finite Automata: Behavior and Synthesis. North
Holland Publishing Company. 1973.

[74] L. Valiant A Theory of the Learnable. Communications of the ACM 27(11), pp 1134-
1142. 1984.

[75] K. Wagner, G. Wechsung Computational Complexity. D. Reidel Publishing Com-
pany. 1986.



124 BIBLIOGRAF�IA

[76] M.K. Yntema Cap Expressions for Context-Free Languages. Information and Control
18, 311-318. 1971.

[77] T. Yokomori Inductive Inference of Context-free Languages Based on Context-free
Expressions. International J. Computer Math., Vol 24, pp 115-140. 1988

[78] H. Yoo, K. Hashiguchi Extended automata-like regular expressions of star degree at
most (2,1). Theoretical Computer Science 88, 351-363. 1991.


