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Introduccion

Este texto estda pensado para que los alumnos de la asignatura de Mate-
maticas de Segundo Curso de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de
Telecomunicaciones de la Universidad Politécnica de Valencia tengan apro-
piada documentacion del contenido de la materia. Es solamente una guia,
que no pretende comprender exhaustivamente todo el material que se desa-
rrollara a lo largo del Curso, ya que en clase se proporcionan mas ejemplos de
los que se recogen aqui, se dan demostraciones de algunos resultados y se dis-
cuten aspectos que, por su propia naturaleza, requieren una presentacion oral.
Nuestra propia experiencia pasada, cuando éramos alumnos de una asignatu-
ra asi, nos indica que el esfuerzo dedicado a tomar notas en las exposiciones
dejaba poco tiempo para la reflexion o la simple comprension. Creemos que
disponer de unas notas de esta naturaleza puede ser una buena ayuda para el
alumno, ya que le exime de la tarea de hacer de copista y le proporciona un
material de referencia. Por las razones apuntadas, la asistencia a clase sigue
siendo, desde luego, aconsejable. Este texto, presente en la red y accesible
a todos, una vez descargado, podra ser completado con notas que el propio
alumno incluird oidas las explicaciones del profesor.

El texto debe su existencia al esfuerzo de varias personas: en primer lugar,
por supuesto, los autores. Pero no soélo ellos: han aportado muchas sugerencias
el profesor Miguel Friz, quien también impartié la asignatura, y los alumnos
Ignacio Monterde —proponiendo algunos problemas, sobre todo en la parte
de variable compleja, y Luis Emilio Garcia —quien aporté algunos ejemplos
en variable compleja y en andlisis de Fourier, ademas de realizar el glosario
de términos. Les damos las gracias a todos ellos, asi como a los alumnos a
los que este curso ha sido impartido. Solo en esta especial interaccion que
proporciona la docencia el contenido y la exposiciéon se han ido puliendo.
Sigue siendo un material abierto a muchas mejoras —pues las necesita. Por
ello, cualquier sugerencia que los lectores quieran hacer sera bienvenida.
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Damos las gracias también a los matematicos que han escrito sobre la
materia y en los que naturalmente nos hemos inspirado. Algunos de ellos
aparecen en la bibliografia. Esta, también, se ampliara con el tiempo.

Los autores
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Capitulo 1
Variable compleja

1.1. El plano complejo

En lo sucesivo, C denotara el cuerpo de los niimeros complejos, dotado
de las operaciones basicas de suma y producto de sus elementos, y con la
distancia dada por su modulo. Precisamente,

C :=R?,

estando las operaciones definidas por (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d), y
(a,b).(c.d) := (ac—bd,ad +bc) (1), y siendo el médulo |(a,b)| := +v/a? + b2.

Se define ¢ := (0, 1), con lo que todo nimero complejo z = (a,b) € C
se puede escribir como z = a + bi si se identifica a con (a,0), Va € IR (es
decir, se identifica el primer eje en C con los niimeros reales). Precisamente,

si (a,b) € C,

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0).(0,—1) = a + bi.

Notar que 72 = —1, una propiedad que no posee ningtin ntimero real.

IE] lector se preguntara el porqué de introducir un nuevo simbolo C para un objeto
ya conocido, R?. La razén es que, aunque como conjuntos y como espacios topoldégicos
coinciden, su estructura algebraica es totalmente distinta. Es cierto que la operacion suma
es la misma en ambos, asi como el producto por un escalar produce el mismo resultado
que la multiplicacién por un nimero real; sin embargo, existe en C una operacién que no
estaba definida en R?, el producto de dos elementos para producir un tercer elemento. Con
esa operacién C se convierte en un cuerpo, y es posible, por ejemplo, la divisién por un
elemento distinto de cero, es decir, la multiplicacién por su inverso. Esto es esencial para
definir, mas adelante, la derivada.



Variable compleja

¢je imaginario

(ah)

A eje real

Figura 1.1: Representacion geométrica de un nimero complejo

Sea z = (a,b) = a + bi € C. Se usaran las siguientes notaciones:
Re(z) = a (parte real), Im(z) = b (parte imaginaria), Z = a—bi (conjugado),
ysir >0,

B(zo;r) ={2€C: |z—2|<r}, Blzo;r):={2€C: |z— 2| <7},

Clzo;r) ={2€C: |z — 2| =1}

También se denotard B'(zp;7) :={z€ C: 0< |z — z| <r}.
Observar que se tienen las siguientes relaciones:

Re(z) = Z;Z, Im(z) = ° Z, 12> = 2.2
Como existe una distancia (exactamente, d(z,w) := |z — w|, Vz,w € C),

se trata de un espacio métrico, y por tanto se puede hablar de convergencia.
Precisamente, una sucesién (z, = z,, + iy,) de elementos de C converge a un
elemento z = = + 1y, cuando |z — z,| — 0, y ello equivale a que (x,,) converja
a x e (y,) converja a y.

Se puede hablar también de conjuntos acotados, abiertos y cerrados,
clausuras, interiores, conjuntos conexos, etc. Recordamos aqui que un con-
junto A C C es acotado cuando estd contenido en B(zp;r) para cierto zg € C
y cierto r > 0, abierto cuando todo punto a € A es interior, es decir, cuando
dado cualquier punto a € A, existe r > 0 tal que B(a;r) C A. Un conjunto
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1.2 Preliminares

F C C es cerrado cuando su complementario es abierto. La clausura A de un
conjunto A es el menor conjunto cerrado que contiene a A. El interior int(A)
de un conjunto A es el mayor conjunto abierto contenido en A. Un conjunto
A C C es conexo cuando no existen dos subconjuntos abiertos y no vacios A
y B talesque ANS #0, BNS#0, ANBNS =0y (ANnS)U(BNS) =8S.
Se llamard dominio a un conjunto abierto, conexo y no vacio.

Un intervalo [a,b] en es un subconjunto de la forma {z € C : z =
Aa+(1—=X)b, 0 <X < 1}. Un subconjunto ) # C' C C se dice que es convezo
cuando, dados dos puntos a y b arbitarios en C, entonces [a,b] C C. Todo
subconjunto convexo es conexo, aunque el reciproco no es cierto.

1.2. Preliminares

Se hara uso de los siguientes resultados:

Se considera una sucesién (f,,) de funciones definidas en un subconjunto
abierto y no vacio G C C, con valores en C. Se dice que la sucesién converge
puntualmente a f : G — C cuando

fa(z) = f(2), Vz €G.
Se dice que la sucesién converge uniformemente a f cuando
S — 0,
siendo s, :=sup{|f(z) — fu(2)| : 2 € G}, n=1,2,.... Se tiene el siguiente

Teorema 1 Si cada una de las funciones f, es continua, y la convergencia
a f es uniforme, entonces f es también continua.

Si se trata de una serie Y | f, de funciones, se habla de convergencia
puntual o uniforme de la serie a la funcién suma s cuando la sucesién de
sumas parciales (s,) converge puntual o uniformemente, respectivamente, a
s (una suma parcial es la funcién s, =Y 1, fi, k=1,2,...).

El siguiente resultado proporciona una condicién suficiente para la con-
vergencia uniforme de una serie de funciones:

Teorema 2 (Criterio M de Weierstrass) Con las notaciones anteriores,

se supone que sup{|fn(2)| : z € G} = M, y que la suma )~ M, converge.

Entonces la serie > - | f, converge uniformemente a la funcién suma s
ey fn g :



Variable compleja

1.3. Series de potencias

Definicién 3 Sea zy € C y sea (a,,)5, una sucesion de nimeros complejos.
Una serie de potencias desarrollada en zy es una expresion
o
an(z — 2)".

n=0

Define una funcion de z € C (con valores complejos) donde sea convergente.

Observar que una serie de potencias compleja es la generalizacion natural
de un polinomio complejo

P(2) :=ag+ a1z + apz® + ...+ a,2",
donde z, ag, as,...,a, € C. El siguiente resultado es crucial:

Teorema 4 Sea Y~ a,(z — 20)" una serie de potencias. Entonces existe
R € [0, +o0] (llamado radio de convergencia) tal que

1. si|z — 20| < R, entonces la serie converge absolutamente;
2. si |z — zo| > R, la serie diverge;
3. 510 <r < R, la serie converge uniformemente en el conjunto B(z;r).

Es bien conocido que X

— =1 1/n 2

7= hgl_}Solip\an\ , (%)
con el convenio de que si el limite superior es +0o entonces R = 0 y que si
es 0 entonces R = +o0, [formula de Cauchy-Hadamard).

A la vista de la tercera afirmacién del teorema 4 y del teorema 1, la funcion
que se define como suma de la serie es continua en B(zo; R). En principio, no
es posible decir nada en general sobre la posible convergencia de la serie de
potencias en la frontera C'(z2o; R). Notar también que si R = 400, entonces la
serie de potencias define una funcién continua en todo el plano complejo (més
precisamente, entera (ver las definiciones 5 y 32)), mientras que si R =0, la
serie de potencias solo converge en zj.

2Se define el limite superior de una sucesién (s,,) de nimeros reales como el mayor de
los limites de las posibles subsucesiones convergentes, si es que hay alguna. En el caso de
que la sucesién no sea acotada superiormente, se define el limite superior como +oco. En
el caso de que la sucesién original diverja a —oo se dice que el limite superior es —oo.
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1.4 Derivada de una funcién compleja

1.4. Derivada de una funcion compleja de vari-
able compleja

1.4.1. Definiciéon y propiedades basicas

Definicién 5 Sea G un conjunto abierto y no vacio en C. Sea zy € G. Sea
f G — C una funcion. Se dice que f es derivable en zy cuando existe
z) — f(z

o S = ()

=20 zZ— 20
FEste limite, si eziste, se denota por f'(zo). Si una funcion f es derivable en
todo punto de un conjunto G abierto no vacio se dice que es derivable en G,
o bien diferenciable, holomorfa o analitica en G (todos esos términos son
equivalentes). Una funcion f definida y derivable en todo C se dice que es
entera.

Notas. Una funciéon de variable compleja se puede interpretar como una
funcién de IR? en IR%. Sin embargo, no hay una estructura algebraica en IR?
que permita realizar divisiones, por lo que la anterior féormula no tendria
sentido (es por ello por lo que no se define la derivada en IR" para n =
2,3,...). Es necesario considerar la estructura algebraica de cuerpo en los
numeros complejos (ver la subseccién 1.4.2 y la nota al pie en la pagina 1).

Se verifican las propiedades algebraicas de derivacién usuales (por lo que,
en particular, la suma y el producto de funciones derivables es derivable,
asi como el cociente cuando el denominador no se anula). Se verifica asimismo
la Regla de la Cadena: dados conjuntos abiertos no vacios S'y G en C, y
funciones como las indicadas

agLsc

denotando g o f la funciéon compuesta, si f es derivable en 2y € G,y ¢ es
derivable en f(zy) € S, entonces g o f es derivable en z; y se tiene

(go f)/<20) = g/(f(zo»-f’(zo)-

3El término diferenciable, usado en variable compleja en lugar del mas apropiado deri-
vable puede dar lugar a confusiones en relacién con lo que se dira respecto a la derivabilidad
real o compleja en 1.4.2. Sin embargo, el uso de diferenciable en lugar de derivable es una
tradicion en variable compleja.



Variable compleja

1.4.2. Relacién entre diferenciabilidad real y derivabi-
lidad compleja

Sea f : G — C una funcién definida en un conjunto abierto no vacio
G C C. Sea zy = (ap,bg) € G un punto en G. Se puede interpretar f como
una funcién de un subconjunto de IR? en IR? con componentes f = (u,v)
(de forma que f(z) = f(a+ib) = u(a,b) +iv(a,b)). Para una funcién asi, se
definié el concepto de diferenciable en el punto (zg,yo) (como funcién real)
cuando existe una funcién lineal T : IR? — IR? tal que

para todo (Az, Ay) € IR?, donde
h(Az, Ay) — 0, cuando (Az, Ay) — (0,0).
Ademas, en ese caso, T se puede representar como una matriz 2 x 2 de la
forma ou o
T — 3_; a_q; _ Dlu DQU
g—; g—z Dl’U DQU ’

donde las derivadas parciales estdn calculadas en el punto (g, o). Se tiene
el siguiente

Teorema 6 Sea f : G — C, donde G es un abierto en C. Sea f = (u,v)
(partes real e imaginaria), sea z = a + ib € G. Entonces las dos siquientes
condiciones son equivalentes:

1. f es derivable (como funcion compleja) en z.

2. f es diferenciable en (a,b) (como funcién de G C IR* — IR?) y ademds
se verifican las Fcuaciones de Cauchy-Riemann, es decir

Dyu(a,b) = Dyv(a,b), Dyu(a,b) = —Dv(a,b).

En ese caso,
f'(z) = Diu(a,b) + iDyv(a,b) = Dav(a,b) — iDau(a, b).
Notas. Una consecuencia inmediata es que una funcion compleja f definida

en un conjunto abierto y conexo* G C C que tome sélo valores reales debe
ser constante.

4Un conjunto G es conexo cuando no puede ser escrito como unién disjunta de dos
subconjuntos no vacios y relativamente abiertos, es decir, intersecciéon de abiertos de C
con G.



1.4.3 Funciones armonicas

1.4.3. Funciones armodnicas

Definicién 7 Una funcion v : G C IR> — IR, donde G es un subconjunto
no vacio de C, se dice que es armoénica cuando tiene derivadas parciales de
seqgundo orden continuas y verifica la ecuacion de Laplace en G, es decir,

0%u N 0%u 0
ox?  Oy? '

Dada una funcién f : G C C — C derivable, sus partes real e imaginaria u
y v, respectivamente, interpretadas como funciones de G C IR? en IR, son
armonicas. En ese caso, se dice que v es la funciéon armdnica conjugada de wu.
Teorema 8 Dado un subconjunto no vacio, abierto y simplemente conexo®
D de C, y dada una funcion arménica v definida en D, existe en D una
funcion v armonica conjugada de u.

Si zg = (g, y0) € D,y siel rectdngulo con vértices opuestos (ver la figura 1.2)
(xo,%0) ¥ (z,y) estd contenido en D, la expresién de la conjugada armonica
de u es

Yy x
o) = [ oot = [ wfsg)ds +e
Y x

0

0

siendo ¢ una constante.

Figura 1.2: Un rectangulo en D

SUn conjunto es simplemente conexo cuando es conexo por arcos (es decir, cuando dos
puntos cualesquiera pueden ser unidos por un arco contenido en el conjunto) y cuan-
do toda curva cerrada en dicho conjunto puede deformarse, sin abandonar el conjunto,
continuamente a un solo punto.



Variable compleja

1.4.4. Funciones definidas por series de potencias

Definicién 9 Una funcion f : G — C definida en un conjunto abierto no
vacio G se dice que es representable por series de potencias en G cuando,
dado zy € G y dado r > 0 tal que B(zp;7) C G, entonces existe una serie de

potencias
oo

Z an(z — z)"
n=0
que converge en B(zo;1) y tal que

f(z):= Zan(z —29)", Vz € B(z;7).

n=0

Mas adelante se vera (teorema 30) que todas las funciones derivables son
desarrollables en series de potencias, por lo que los dos conceptos coinciden.
Esto es uno de los resultados mas importantes de la teoria de las funciones
de variable compleja.

Teorema 10 Toda funcion f : G — C definida en un conjunto abierto no
vacio G C C representable por series de potencias es derivable en G. Ademds
I es también representable en serie de potencias en G y se tiene:

St

f(z):= Z%(Z — 20)", Vz € B(zo;1),
n=0

entonces

f'(z):= inan(z —20)""Y, Vz € B(zo;7)
n=1

(es decir, la derivada se obtiene por derivacion término a término de la serie
original).

Nota. Implicito en el anterior resultado esta el hecho de que el radio de
convergencia de la serie derivada coincide con el de la serie original.

Corolario 11 Sea f : G — C (donde G C C es un conjunto abierto y no
vacio) una funcion representable en serie de potencias en G (ver la notacion
usada en la definicion 9) de forma que

f(z):= an(z—2)", Vz € B(zo;7).

n=0



1.5 Funciones exponenciales y trigonométricas

Entonces f tiene todas sus derivadas en G, y cada derivada es representable
en serie de potencias en G, de forma que, si k =0,1,2,...,

f® (2 Znn—l (n—k+Dan(z — 20)"", Vz € B(z;7)
n=k

(con el simbolo f©) se indica simplemente f).

Corolario 12 Si una funcion f : B(zo;7) — C es la suma de una serie de
potencias, f(z) =Y " an(z — 20)", Yz € B(z;7), entonces los coeficientes
tienen la siguiente expresion:
(n)( 5
an:f—<0), n=0,1,2...
n!

Observar que basta pues conocer el comportamiento de la funcion f(z) =
Yoo o @z — 29)™ en un entorno de z, arbitrariamente pequeno para conocer
todos sus coeficientes a,, y, por tanto, el comportamiento de f en cualquier
punto interior del disco de convergencia.

Teorema 13 Si dos series de potencias .~ a,z" y > - b,z" convergen
en B(0; R) para un cierto R > 0, y si las funciones f y g que respectiva-
mente definen coinciden en los términos de una sucesion (z,) en B'(0; R)
que converge a cero, entonces ambas series tienen los mismos coeficientes (y
por tanto las dos funciones f y g coinciden en todo B(0; R)).

1.5. Funciones exponenciales y trigonométri-
cas

Las funciones de variable compleja mas importantes son las que aparecen
a continuacion. Todas ellas estan definidas como sumas de series de potencias.

1.5.1. Definiciones y propiedades basicas
Definicién 14
exp(z = Z k. Vz e C.
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e ZQn
cos(z) == Z(—l)”m, Vz e C.
n=0 ’
. e 22n+1
SID(Z) = Z<—1)nm, VZ < C
n=0 ’

Notas. Las series de la definicién anterior tienen radio de convergencia +oo,
es decir, convergen en todo C. Algunas consecuencias de este hecho y de la
teoria general son las siguientes:

exp, cos, sin, son funciones continuas, la convergencia de la serie que las
define es uniforme en cualquier subconjunto acotado de C. Més todavia, las
funciones son derivables y la serie derivada término a término representa la
derivada, asi que tienen derivadas de cualquier orden, todas ellas series de
potencias convergentes en todo el plano complejo. De hecho,

(exp(2)) = exp(z), (cos(z)) = —sin(z), (sin(z))" = cos(z).

El siguiente teorema resume las propiedades més importantes de la funcién
exp, funcién que es, sin ninguna duda, la funcién més importante del analisis
matematico:

Teorema 15 1. Vz € C, se tiene exp(z) # 0.

2. (exp(2)) = exp(z).

3. La restriccion de exp al eje real es una funcion estrictamente creciente
(llamada exponencial real), con exp(z) — oo cuando x € IR — +o0, y
exp(z) — 0 cuando x € IR — —oc.

4. Eziste un nimero real (denotado m) tal que exp(iy) = i, y se tiene
exp(z) = 1 si y solamente si z = 2mmi para algun entero m.

5. exp es una funcion periodica con periodo 27i.

6. La aplicacion t — exp(it) transforma el eje real en la circunferencia
unidad (circunferencia de centro 0 y radio 1).

7. Stw e C, conw #0, existe un nimero z € C con exp(z) = w.

10



1.5.2 Forma polar de un nimero complejo. Argumentos

Las siguientes relaciones se comprueban inmediatamente:

iz —iz 1z -1z
cos(z) = %, sin(z) = %
i

' = cos(z) +isin(z), e " = cos(z) — isin(2).
cos(z) = cos(—z), sin(z) = —sin(—2z).

e’ =1, cos(0) =1, sin(0) = 0.

sin(z) — 1, cuando z — 0.
z
1
exp(z + u) = exp(z).exp(u), exp(—z) = P2

cos?(z) +sin?(z) = 1, |exp(iz)| =1, Vo € R.
cos(z+u) = cos(z) cos(u)—sin(z) sin(u), sin(z+u) = sin(z) cos(u)+cos(z) sin(u).

sin(z) = 0 < z = nm, n un nimero entero.

1
cos(2) =0 z=(n+ 5)7?, n un nimero entero.

Definicién 16

1 1
cosh(z) = 5(62 +e77), sinh(z) = 5(62 —e 7).

1.5.2. Forma polar de un nimero complejo. Argumen-
tos

Definicién 17 La forma polar de un niimero complejo z es z = |z|.e??, donde
6 € [0, 27| es dnico si z # 0. La representacion no es unica: cualquier o con
z = |z]|.e" se dice que es un argumento de z. Los arqumentos de z forman
el conjunto {0 + 27n : n un nidmero entero}.

11
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1.5.3. Producto de dos nimeros complejos. Potencias

La forma polar de un niimero complejo, vista en la definicién 17, permite
una interpretaciéon geométrica del producto de dos nimeros complejos v,
en particular, de la potencia n—ésima: Sea z, = |z;|.e’**, donde ; es un
argumento de z;, k = 1,2. Entonces, por las propiedades de la exponencial
compleja (ver el Teorema 15), se tiene 2z1.25 = |21.25].€@1%2) por lo que el
producto tiene como modulo el producto de los médulos y como argumento
la suma de los argumentos (donde se ha elegido un cierto argumento para
cada uno de los nimeros complejos). Como caso particular, se obtiene que
2¥ siendo k un entero positivo, tiene como médulo la potencia k—ésima del
modulo de z y como argumento k£ veces un cierto argumento de z.

1.5.4. Raices n-ésimas

Todo nimero complejo distinto de cero tiene exactamente n raices n-
ésimas distintas, siendo n € IN. Si z = |z|.€?, las raices n-ésimas son

(V1z].€, /1250 3/ [a].eGH2) L/ [a]. et DE

Se observa que las raices n—ésimas estan uniformemente distribuidas en la
circunferencia de centro 0 y radio {/|z|.

1.5.5. Elecciéon continua del argumento

Sea o un numero real. Se define
Hy, :={—r.e®: r>0},

(ver la figura 1.3).

Dado z € C\ H,, hay un tnico nimero real en |o — 7, a + [, denotado
arg,(z), que es un argumento de z. La funcién z — arg,(z) definida en C\ H,
es continua.

1.5.6. Logaritmos

Definiciéon 18 Dado un niumero complejo z # 0, un logaritmo es un nimero
complejo w tal que e* = z.

12



1.6 Integraciéon compleja

-
ad

Figura 1.3: El conjunto H,

10

Notas. Sea z # 0 un niimero complejo. Si un logaritmo se expresa w = a+bi,
entonces z = e¥ = e.e”. Por tanto |z| = €2, luego a = log|z| (de ahora en
adelante log denotard siempre el logaritmo neperiano; a veces también se
usard In. No se utilizaran logaritmos decimales ni en otra base distinta de
e). Como z = |z|.e", resulta que b es un argumento de z. Entonces, los
logaritmos de z # 0 son exactamente los nimeros log|z| + ¢ arg(z), donde
arg(z) denota cualquier argumento de z. El uso de distintos argumentos de
z obliga a considerar distintos logaritmos. Dado un niimero real « se denota

log, (2) :=log |z| +i.arg,(z), Vz € C\ H,.
Se tiene )
(log,(2)) = > Vz e C\ H,.

Si |z| < 1, se tiene
oo

logy(1 4 2) = Z(_l)

n=1

n
n-1%_

—
1.6. Integracién compleja

1.6.1. Integrales a lo largo de una trayectoria

Definicién 19 Un camino o trayectoria en C es una funcion continua o :
l[a,b] — C, donde [a,b] es un intervalo de la recta real. La imagen de un

13
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camino a es un subconjunto de C, denotado por o*, llamado una curva. La
curva se dice que es cerrada cuando a(a) = «a(b). Un camino « es suave a
trozos cuando hay una particion a = xg < x1 < ... < x, = b de [a, b] de modo
que « tenga derivada continua en cada uno de los intervalos |x;_1,x;[, i =
1,2,...,n, y de forma que existan las derivadas laterales en cada uno de los
puntos de la particion.

Notas. En el caso de un camino suave a trozos «, es conocido que la curva
es rectificable, es decir, tiene longitud, y que su longitud L(«) viene dada por

Llo] = / o ()]l

Definicién 20 Sea f: D — C una funcion definida en un dominio D. Su-
pongamos que o := afa,b] C D, y que la composicion f o« : |a,b] — C sea
integrable en [a,b]. Supongamos también que o sea suave a trozos. Se define

/af(’z)dz = /abf[a(t)]oa '(t)dt.

Notas. Es inmediato que

/ f] < Lol sup{|f(2)] - = € a*},

siendo L(«) la longitud de la curva.

Proposicién 21 Sea « : [a,b] — C un camino suave a trozos tal que a(a) =
z1, a(b) = 2. Sea f : G — C una funcién derivable, con derivada continua®,

definida en un conjunto abierto G C C que contiene a o. Entonces
[ £z = 1(ea) = 1)

Proposicion 22 Sea r > 0. Sea C(zo;7) la circunferencia de centro zy € C
y radio T, recorrida en sentido positivo (es decir, contrario a las agujas de
un reloj)’. Entonces

/ (Z - Zo)ndz = { 0, ' 82. n es un entero, n # —1,
C(z0:r) 2mi, sin = —1.

6Mé4s adelante se verd que el requisito de la continuidad de la derivada es superfluo,
ya que la derivada de toda funcién de variable compleja derivable es continua, y todavia
mas, derivable.
"En lo sucesivo, las circunferencias se consideraran orientadas de esta forma
, .
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1.6.2 Integracién y series de potencias

1.6.2. Integracién y series de potencias

Como aplicacion del resultado anterior y de la convergencia uniforme
de una serie de potencias en un disco cerrado dentro del de convergencia,
considérese la integraciéon de una funciéon definida como una suma de una
serie de potencias a lo largo de una trayectoria como la considerada en la
proposicién 22. Sea f(z) = >~ a,(2—2)", donde [z2—zy| < R, siendo R > 0
un cierto nimero. Se toma 0 < r < Ry se considera la trayectoria C(zo;r),
recorrida en sentido positivo. Como es bien sabido, la serie es uniformemente
convergente en la curva C*(zp;r) (ver el teorema 4). Se puede pues integrar
término a término, resultando (usando la proposicién 21)

/ dz-Zan/ (z — 2z0)"dz = 0.
C(zo;r) C(zo;r)

Mas generalmente, tomando un entero n > 0, se tiene

f(2) _ Z ay(z — ZO):D—n—l7

— ol
(z — z)" s

siendo la convergencia todavia uniforme en C*(zy;7). Entonces, usando la
proposicion 22,

/ n+1 E ap/ z—zopnldz—Qman
C(zo;r) (Z - ZO C(zo;7)

Se obtiene la siguiente

Proposicion 23 Con las condiciones anteriores,

1
ap = — &dz,nzo,l,l...
27 C(zo5r) (Z — Zo)nJrl

Como consecuencia, se tiene el siguiente

Corolario 24 (Desigualdades de Cauchy) Con las condiciones anteri-
ores, y paran = 0,1,2, ..., se tiene

L M) 21r = M

|n|—%7~n+1 rn

donde M(r) :=sup{|f(2)| : |z — 20| = r}.
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1.7. Teorema de Cauchy

Sea G un conjunto abierto en C. Sea f : G — C una funcién continua
definida en GG. Se ha visto en la seccién 1.6.2 que si f es la suma de una serie
de potencias, la integral definida a lo largo de una circunferencia adecuada es
cero. El resultado es cierto para cualquier funcién que sea la derivada de una
funcién derivable compleja (es decir, que tenga una primitiva). Esto represen-
ta una especie de Teorema Fundamental del Célculo (ver la proposicién 21).
Precisamente como consecuencia de esta proposicion 21 se tiene el siguiente
resultado:

Proposicion 25 Sea F' una funcion definida y derivable en un conjunto
abierto G C C tal que la derivada F' sea continua. Entonces

LP%@@zO.

Nota: como se ha dicho en una nota a la proposicién 21, mas adelante se
vera que el requisito en la proposicién 25 de que la derivada sea continua es
superfluo.

El teorema siguiente asegura que lo mismo es cierto para cualquier funcion
derivable compleja definida en ciertos conjuntos. Un conjunto G es estrellado
respecto a un punto zy cuando, dado cualquier a € G, el segmento rectilineo
[20, a] esté contenido en G.

Teorema 26 (Teorema de Cauchy) Sea G un conjunto abierto estrellado
en C. Sea f: G — C una funcion derivable. Entonces

1. existe una funcion F : G — C derivable, con F' = f.

2. Si v es una trayectoria cerrada y suave a trozos, con o C G, entonces
J.f=0.
[0

El siguiente resultado es una consecuencia del anterior:

Teorema 27 Sea f derivable en el conjunto G :={z: |z —z;| <r}N{z:
|z — 29| > ro} representado en la figura 1.4. Entonces, dadas dos circunfer-
encias orientadas Cy y Cy como en la figura 1.4, se tiene

JA= L
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1.7 Teorema de Cauchy

Figura 1.4: El conjunto G

Corolario 28

dz | 2mi, si|z—al <r,
Clair) Z — 20 0 st |z —al >
Nota. El corolario anterior es una consecuencia del teorema 27 y de la

proposicion 22.

Teorema 29 (Férmula Integral de Cauchy) Sea f derivable en B(zo; R).
Sea 0 < r < R. Entonces, dado z € B(zy;r),

L G
£(2) /C =

2mi E—z2
Este resultado afirma, entre otras cosas, que los valores de una funcién deriv-
able en el interior de un disco son conocidos en cuanto se conoce el com-
portamiento de la funcién en la frontera del disco. Esto no es cierto para

funciones reales.
Como caso particular, tomese z = zy en el teorema 29. Resulta

o £(é
Fle0) = 5 /C Lo

Parametrizando C(zp; ) mediante la funcién « : [0, 27] — C dada por a(t) :=
20 + re't resulta

1 2 ) 1 ) 1 2 A
J(z0) = %/0 fz0 + re“)@rie”dt = %/o f(z0 + re’)dt.

lo que expresa el hecho de que, en cierta forma muy precisa, el valor de una
funcién derivable en un disco en su centro es la media de los valores que toma
en la frontera del disco.
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1.8. Consecuencias del Teorema de Cauchy

1.8.1. Funciones derivables y series de potencias

Teorema 30 Sea f derivable en B(zo; R). Entonces hay una unica serie de
potencias, convergente en B(zo; R), tal que

f(z):= Z%(Z’ — 20)", Yz € B(z0; R).

Este teorema asegura que toda funcién f derivable en un abierto es, local-
mente, una serie de potencias (es decir, lo que hemos llamado representable
en serie de potencias (ver la definicién 9)). Esto no es verdad para funciones
reales. Obviamente, el reciproco es cierto: una serie de potencias es una fun-
cién derivable en el interior de su disco de convergencia (ver el teorema 10).

Nota. Como f(z) := >~ a,(z — 2)" en B(zo; R), se tiene, usando la
proposicion 23, que

1 f©)
an:—/c(zo;r)(f—_i_ldg, TZZO, 0<r<R.

2mi —2z)n

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del hecho de que
una funcién derivable es localmente una serie de potencias (teorema 30), y
de que una serie de potencias tiene todas las derivadas (corolario 11).

Corolario 31 Sea G un conjunto abierto en C, f : G — C derivable. En-
tonces f tiene todas las derivadas de cualquier orden en G.

Adema3s

" 2mi

si f es derivable en B(zp; R) y 0 <1 < R.

(n) () _ nl f(€) _
f (Z) /C(zo;r) (f - Z)n+1 dé, " 0, 17 27

Notas.

1. Sea zy un punto en G (abierto), f : G — C derivable, con f(zy) = 0.
Entonces, en un disco B(zo;r) C G, f(2) = >~y an(z — 20)". Luego
ao = 0. Se tiene que

f(z) = Zan(z —20)",V z € B(zo; 1),

n=p

18



1.8.2 Funciones enteras y polinomiales

para un cierto p > 1. Se dice, si a, # 0, que zy es un cero de orden p
de la funcién f. Por ejemplo, si ag = 0, a; # 0, entonces zy es un cero
de orden 1 (también se dice que es un cero simple). Si ag = a3 = 0,
as # 0, se dice que zy es un cero de orden 2 o un cero doble, etc...

2. Como consecuencia del teorema 13, se tiene que dadas dos funciones
f v g definidas y derivables en un conjunto abierto y no vacio G, y
dada una sucesién zi, 25, ... en G que converge a un punto zg € G, con
Zn # 20, ¥ n, sise tiene f(z,) = g(z,), V ny si G es conexo, entonces
resulta que f =g en G.

Una consecuencia inmediata es que si G es un conjunto abierto y conexo
de C,y f: G — C es derivable y no constante en G, dado a € G y
dado A\ € C, existe un r(a) > 0 con f(z2) # A\, V z € B'(a,r(a)). En
particular, si A C G es cerrado y acotado, {z € A : f(z) = A} es finito,
veC.

3. Observar las siguientes afirmaciones realizadas acerca de una funcion
f:G — C, donde GG es un abierto estrellado no vacio en C:

a) f es derivable en todo punto de G.

b) f es continuay [, f(z)dz = 0 para todo tridngulo T tal que Ty
su interior estén contenidos en G (ver el teorema 37).

c) f esla derivada de una funcién F': G — C.

Se tiene (a) = (b), como se demostro en el Teorema de Cauchy (teorema
26). La afirmacién (b) = (c¢) estd también contenida en el Teorema de
Cauchy. Por otra parte, se ha demostrado en el corolario 31 que si
una funcién es derivable en un conjunto abierto, entonces tiene todas
las derivadas sucesivas. Por tanto, (¢) = (a), y resulta que todas las
afirmaciones son equivalentes en un abierto GG como el indicado.

1.8.2. Funciones enteras y polinomiales

Definicién 32 Si f es una funcion derivable en todo el plano complejo,
entonces [ se llama una funcion entera.

Teorema 33 (Teorema de Liouville) Sea f una funcidn entera. Supon-
gamos que f(z)/z — 0 cuando z — oo (en particular, esto ocurre si f es
acotada en C). Entonces [ es constante.
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El resultado es una consecuencia de la acotacion dada en el corolario 24 para
los coeficientes de la serie de potencias ) a,z" que coincide con f.

Una consecuencia importante es el llamado Teorema Fundamental del
Algebra:

Teorema 34 (Teorema Fundamental del Algebra) Seap un polinomio
complejo. Entonces p tiene ceros si no es constante.

Basta con considerar lo que ocurriria si p no tuviera ceros: f(z) = 1/p(z)
serfa una funcién entera. Ademds, f(z)/z — 0 cuando z — oco. Luego f serfa
constante, debido al teorema 33, asi que p serfa también constante.

Es inmediato ahora que que si p tiene grado n, tiene exactamente n ceros
(contados cada uno de ellos tantas veces como indica su orden de multiplici-
dad).

1.8.3. El Teorema del Mdédulo Maximo

Una funcién derivable no constante tiene un moédulo que no puede pre-
sentar maximos locales.

Teorema 35 Sea f un funcién derivable y no constante en B(a;R). En-
tonces 3 z € B(a; R) con |f(2)| > |f(a)].

Corolario 36 Sea f derivable en un subconjunto abierto y no vacio G C
C. Sea A C G un subconjunto cerrado y acotado. Entonces |f| alcanza el
supremo en la frontera de A.

1.8.4. EIl teorema de Morera

Teorema 37 Sea [ : G — C una funcion continua, donde D es un conjunto
abierto. Si fo(z)dz = 0 para cualquier triangulo T C G, entonces f es
derivable en G.

Una consecuencia importante es el siguiente

Teorema 38 Sea G un subconjunto abierto y no vacio de C, (fn)r>, una
sucesion de funciones derivables de G en C tal que f, — f uniformemente en
cada subconjunto compacto K C G. Entonces [ es derivable en G y f, — f'
uniformemente en cada K.
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1.9 Singularidades

1.9. Singularidades

Definicién 39 Sea G C C un subconjunto abierto y no vacio, y sea zg € G
. Sea f: G — C una funcion definida en el conjunto G' = G\ {z0}. Si f es
derivable en G', pero no hay una funcién I derivable que coincida en G’ con
f, se dice que f tiene una singularidad en zj.

A veces se amplia la definiciéon diciendo que f tiene una singularidad en
2o cuando [ es derivable en G'.

El siguiente resultado extiende el Teorema 30.

Teorema 40 Sea f derivable en B'(zy; R) = B(z0; R)\{20} (para un R > 0).
Entonces existe a, € C, n=0,+1,£2,... con

o0

f(z):= Z an(z — 20)", Vz € B'(z0; R) (®).

n=—oo

Ademdads

0 = - SO e v

N 21 C(zo;r) (5 - ZO)n+1

donde 0 < r < R.

Una serie de este tipo se llama Serie de Laurent de f en B'(zo; R).

Todavia se tiene |a,| < M(r)/r™, ¥n, con el significado de M(r) :=
sup{|f(2)| : |z — 20| = 7} (ver las desigualdades de Cauchy en el corolario
24). Se llama parte principal de la serie de Laurent a Y~ a_,(z — z) ™

El teorema 40 es vélido si f es derivable en una corona {z : r; < |z— 2| <
ro}, donde 0 < r; < ro. Ahora, 1 <71 < ro.

8La convergencia de una serie de Laurent del tipo

“+o0

Z an(z — 20)"

n—=—oo

en un punto z # zp a un valor f(z) debe entenderse de la siguiente forma: dado € > 0 se
puede encontrar N € IN de modo que, si n, m > N, entonces

m

Z ar(z — 20)F — f(2)| < e

k=—n

21



Variable compleja

Definicion 41 Si en la anterior serie se tiene que a, # 0 para infinitos
n < 0, se dice que zy es una singularidad esencial. Si no, el minimo n € 7Z
con a, # 0 se llama orden de f en zy, denotado ord(f, zy). Si ord(f,zy) <0,
zp es un polo de orden —ord(f,zy). Si ord(f,zy) >0, zo es una singularidad
evitable y se puede extender f a una funcion derivable en B(zo; R).

Proposicién 42 Si f, g son funciones con una singularidad de orden finito
en zg, resulta que:

(1) ord(fg,zo) = ord(f,zy) + ord(g, zo)
(2) ord(1/f,z) = —ord(f,z)
(3) Siord(f,z) < ord(g,zy) — ord(f + g,20) = ord(f, z).

Proposicién 43 Si f tiene una singularidad esencial en zy y g tiene un
orden finito en zy, entonces f + g y f.g, tienen singularidades esenciales en
20-

Es muy interesante que cada tipo de singularidad zy obliga a un com-
portamiento distinto de la funcién f en un entorno de zy. Precisamente se
tiene (el ultimo resultado en la siguiente proposicién se debe a Casorati y
Weierstrass):

Proposicion 44 Sea f una funcion definida y derivable en un conjunto
B'(z0; R) para cierto R > 0. Entonces

1. f tiene una singularidad evitable en zy si y solamente si estd acotada
en un entorno de zy.

2. f tiene un polo en zy si y solamente si |f(z)] — oo cuando z — zp.
Mids precisamente, se puede cuantificar el comportamiento asintotico
de [ cuando z se acerca a zy: se tiene ord(f; zo) = n si y solamente si
existen a > 0 y 0 > 0 tales que

alz —z|" < |f(2)] < Blz — 2", YO < |z — 2| < R.

3. f tiene en zy una singularidad esencial si y solamente si f estd arbi-
trariamente cerca, en cada entorno de zy, de cualquier numero comple-

jo.
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1.10 Teorema del Residuo

1.10. Teorema del Residuo

Definicién 45 Sea f(z) = > 07 an(z — 2z), en 0 < |z — 2| < R. El

n=—oo

coeficiente a_y se llama residuo de f en zy , y se denota Res(f,zy).

Notar que, si 0 <r < R,
/ f(2)dz = 2mia_y = 2miRes(f, zo)
C(zo;r)

Definicién 46 Dada una trayectoria rectificable cerrada o, sea z ¢ a*. Se
llama indice de o respecto a z a

1 1
]nd(a,z) = Tﬂ/deﬁ

Una trayectoria a es simple cuando Ind(a, z) € {0,1}, Vz ¢ ax. Intuiti-
vamente, Ind(q, z) denota el nimero de vueltas que da « en torno a z.

Teorema 47 (Teorema del Residuo) Sea G un conjunto abierto estrel-
lado y o una trayectoria suave a trozos cerrada, con o C G, f: G\ F — C
derivable, con F = {z,22,...,2,} C G\ a*, entonces

/ f=2mi Z Res(f,z;)Ind(a, z;).
« ]:1
Es una generalizacién del Teorema de Cauchy (teorema 26).

1.10.1. Calculo de residuos

Se proporcionan algunas técnicas para calcular residuos en polos:
Proposicién 48 Sea zy un polo de f. Siord(f,zy) = —1, entonces Res(f, z9) =
lim, .., (z — 20) f(2).

Corolario 49 Si ord(f,z)) = —1, ord(g,z) = 0, entonces Res(fg,zy) =
9(z0) Res(f, z).
Corolario 50 Siord(f,zy) =0 y ord(g, z0) = 1, entonces

Res(i,zo) _ [ (20)

g 9'(20)
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Proposicién 51 Siord(f,z)) = —k (para un cierto k € N ), entonces

h(k—l)(z())

Res(f,z) = =]

donde h(z) = (z — z)* f(2).

1.11. Aplicaciones

1.11.1. Aplicaciones geométricas (transformaciones con-
formes)

Las aplicaciones geométricas mas importantes provienen del hecho de que
las funciones complejas derivables preservan los dngulos en los puntos donde
la derivada no es cero.

Dada una trayectoria suave ¢ :Ja,b|— C, y dado un punto a < ¢ < b,
existe ¢'(c) y, si no es cero, representa un vector tangente a la curva ¢* en el
punto zp := ¢(c). Se tomara en ese caso como orientacién de la recta tangente
a la curva en ese punto la proporcionada por el vector ¢'(c).

Una transformacién F' de un subconjunto abierto no vacio G C IR? en
IR? se dice que es conforme en un punto zo € G cuando preserva los dngulos
y su orientacion en zg. Precisamente, si dadas dos curvas ¢ y v suaves en
G que se cortan en ¢(0) = ¥(0) = 2y € G, con derivadas no nulas en 0,
formando sus tangentes orientadas un angulo «, entonces las imégenes de las
curvas mediante la transformacién F' tienen tangentes orientadas en F'(zp)
que forman el mismo angulo.

Teorema 52 Sea f : G — C una funcion derivable. Entonces f es una
transformacion conforme en todos aquellos puntos zy € G donde f'(z) # 0.

Notas:

1. Por el Teorema de la Funcién Inversa, si f'(z) # 0 existe un entorno
abierto N(zg) de zp de modo que N(f(z)) := f[N(z0)] es un entorno
abierto de f(zp) y la funcién f es inyectiva, con inversa continua f~! :
N(f(z0)) — N(z0). Ademés, la inversa es derivable en N(f(zg), con
derivada (f~Y)[f(z0)] = [f'(20)]7}, luego esta inversa es también una
transformacion conforme en el punto f(2o).
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2. Toda transformacion conforme en un dominio simplemente conexo esté da-
da por una funcién derivable en ese dominio.

3. La condicién f’(z9) # 0 no se puede eliminar en el teorema 52; para
verlo considerar la funcién derivable f(z) := 2% y el punto 2z, = 0. Las
dos curvas ¢(t) := te', (t) := te’’, t € [-1,1], a y B dos nimeros
reales, se cortan en 0 formando un angulo # — a. Sin embargo, sus
imagenes se cortan en 0 formando un angulo 2(5 — «).

A continuacién listamos algunos ejemplos de transformaciones conformes
(o de aplicaciones que en ciertos puntos son conformes).

1. Translaciones. La funcién f(z) := z + zp, donde zy es un punto dado
previamente, es una translacion. Es, obviamente, una aplicacién con-
forme en cada punto del plano complejo, lo que también se deduce del
teorema 52. Observar que f es inyectiva y transforma C sobre C, es
decir, es una funcién entera.

2. Giros y homotecias. Fijado a € C\ {0}, se define f(z) := az, V z € C.
De nuevo por el teorema 52 es una transformacion conforme en todo
punto. Transforma C en C y es, por tanto, una funcién entera. Ge-
ométricamente representa un giro seguido de una homotecia, precisa-
mente un giro de angulo Arg(a) y una homotecia con factor |«|, por lo
que si |a| < 1 se trata de una contraccién, mientras que si |a| > 1 es
una dilatacion.

3. Transformacion lineal entera general. Se trata de la funcién f(z) =
az + (3, donde a y [ son constantes complejas, con a # 0. Como
f'(2) = a es conforme en todo punto. Observar que f es la composicién
de un giro y una homotecia seguida de una translaciéon. Asi, se trata
de una funcién entera, y es inyectiva transformando C sobre C.

4. Inversion. Se trata de la funcién f(z) = 1/z, definida en C\ {0}. Es
conforme, de acuerdo con el teorema 52, en todo punto de su dominio.
Transforma C \ {0} sobre C\ {0}, de forma inyectiva. Observar que f
tiene como funcién inversa a ella misma.

5. Transformaciones de Mdbius. Las transformaciones conformes més in-
teresantes estan dadas por las llamadas transformaciones lineales frac-
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cionales generales, o transformaciones de Mobius, de las cuales las an-
teriores son casos particulares:

az+b

d
f(z):= o d z;é—g, bc — ad # 0.

Estan definidas en C\ {—d/c} y tienen como imagen C\ {a/c}. Como

ad — bc
') = ——%3
(cz+d)
se exige que ac — bd # 0 (en otro caso f es una funcién constante). Son
funciones inyectivas.

Hay una forma de representar el plano complejo como un subconjunto
de una esfera en R? (la llamada esfera de Riemann). Para ello se con-
sidera una aplicacion como la descrita en la figura 1.5. Al polo norte
de la esfera corresponde el llamado punto del infinito denotado por co.
Asi, C U {oo} se llama plano complejo ampliado, denotado por C, y
corresponde a la superficie de la esfera.

Figura 1.5: La esfera de Riemann

Si se considera que el punto del infinito se transforma en a/c y que
el punto —d/c se convierte en el punto del infinito, se obtiene una
transformacién biyectiva del plano complejo ampliado en si mismo.

Son composiciones f = ko h o g de tres tipos bésicos de transforma-
ciones, descritas anteriormente: precisamente g(z) = cz+d, h(z) = 1/z,
k(z) = (a/c)+[(bc—ad)/c]z. Si se acepta que existe un punto co que se
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1.11.1 Aplicaciones geométricas (transformaciones conformes)

adjunta al plano complejo para obtener el plano complejo ampliado®, se
puede considerar que f transforma —d/c en co y que, inversamente, f
transforma oo en a/c. Asi f es ahora una biyeccién de C sobre C. Por
otra parte, si se considera que una recta en C es una circunferencia de
radio +o00, las transformaciones de Mobius convierten circunferencias
en circunferencias. Las inversas de las transformaciones de Mobius son
también del mismo tipo.

Dados cuatro puntos distintos 21, 2o, 23 y 24 en el plano complejo, se
llama razon doble de los mismos a la expresion
Z1 — R9 R3 — 24

21— 24 23— 2y
Las transformaciones de Mobius tienen la propiedad de conservar la
razén doble de cuatro puntos distintos cualesquiera. Ello permite obten-
er con facilidad la expresion analitica de una transformacién de Mobius
si se conoce la imagen de tres puntos distintos del plano complejo.

Una transformacién de Mobius particular es la siguiente: Sea a un punto
de C tal que |a| < 1. Se considera la aplicacién

(ba(Z) :

Est4 bien definida en un conjunto abierto que contiene a B(0; 1). Ademés,
es facil demostrar que ¢, transforma la circunferencia unidad C'(0;1) en
si misma. Una aplicacién sencilla del Principio del Médulo Maximo (ver
el corolario 36) prueba que ¢, transforma B(0;1) sobre B(0;1). Asi,
¢q es una funcion derivable e inyectiva definida en un conjunto abier-
to que contiene a B(0;1) y que transforma el disco cerrado B(0;1) en
si mismo, llevando el punto a al punto 0. Es posible demostrar que
toda funcion derivable con estas propiedades es el resultado de hacer
una transformacion del tipo ¢, seguida de un giro.

zZ—a

1
= —, 2€C, z# -
1—az a

Ejercicios
1. Estudiar la transformacion de Mobius

f(z) =™

Z— 20
1—5027

9Esta operacién tiene una interpretacién geométrica clara: se toma una esfera S como
en la figura 1.5 y se define una aplicacién P de S\ {N} sobre C. Al polo norte N se le
hace corresponder co. Asi, S es un modelo del plano complejo ampliado.
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donde a € R y |z0| < 1 estdn dados.

Solucién: Con las notaciones usadas en este apartado, a = e, b =
—€"%, c = —Zy,d =1, con lo que ad —bc = €"*[1—|z[*] # 0, y as{ f no
es constante. Por otra parte, si z € B(0;1) (la bola cerrada de centro
0 y radio 1),

zZ— 20

F(2)l =

<1. (1.1)

1—2021

Esto es sencillo, pues se tiene

|z — 2] < |1 —=Zoz| & |2 — 20| < |1 — Zp2* &
~ (Z — Zo)(z —20) < (1 —202)(1 — Zoz) 54
= |Z’2 — 2Zo — 20Z + |20|2 < 1-— 202 — ZpZ + |Zo|2’2‘2 =

& 2’ +lz0l” < 1+ 20|z & [2P[1 = J20”] 1= [z0f” & [2* < 1,

lo que es cierto siempre que |zg] < 1y |z| < 1. Se deduce que f
transforma B(0,1) en B(0,1). Como toda transformacién de M&bius
es inyectiva. Notar también que f(zo) = 0. Sea ahora f(z) = w. Se
obtiene inmediatamente que

w + €%z
= —.
ZoWw + e
Se tiene

lw + ez < [Zow + e &
~ (w + eiazo)(@ + €_iazo) < (Eow + eia)<20w 4 e—ia) =
& |wl® + we "z + € 20w + |20]? < |20’ |w]* + Zowe ™ + 2w + 1 &

& |wl + |20)* < 1+ |20)*|lw]?.

Como antes, esto es cierto cuando |w| < 1. Resulta que la transforma-
cién inversa f~! verifica f~![B(0,1)] C B(0,1). Se obtiene pues

f[B(0,1)] = B(0,1).

Del cdlculo realizado en (1.1) se obtiene, ademds, que f[C(0,1)] =
C(0,1).
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1.11.2 Aplicaciones a la teoria de flujos

1.11.2. Aplicaciones a la teoria de flujos

Sea V = (u(z,y), —v(z,y)) el campo de velocidades de un movimiento
de fluido plano independiente del tiempo en un dominio D. Se supone que el
flujo es irrotacional (rotV = 0) e incompresible (divV = 0).

Si se considera un punto (x,y) del plano complejo y un rectangulo como
en la figura 1.6,

Y,

;?/

|7

7
— =

//”?

xtAx

[

Figura 1.6: El flujo que atraviesa un rectangulo

se exige por una parte que la cantidad de fluido que “entra.®® el rectangulo
coincida con la que abandona el mismo (es decir, el fluido es incompresible).
Esta cantidad esta medida por el flujo que atraviesa cada uno de los lados,
dado por la componente normal de la velocidad. Se obtiene inmediatamente

y+Ay z+Ax
/ M@+A%W—U@WWM—/ [w(E,y + Ay) — v(£, y)]dé = 0.

Utilizando el Teorema del Valor Medio y dividiendo por AxAy, resulta

1 y+Ay ou 1 r+Ax v

~

donde () denota un punto intermedio. Haciendo Az y Ay tender a cero, se
obtiene

ou_ o
oxr Oy’
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Por otra parte la circulacion (es decir, la componente tangencial de la ve-
locidad a lo largo de un circuito cerrado) del campo de velocidades es cero
(se dice que el fluido es irrotacional). Aplicando esto a nuestro rectangulo
resulta

[ e A —vemlan s [T e 0) ol + dylag =0

De la misma forma que antes, aplicando el Teorema del Valor Medio, dividi-
endo por AzAy y haciendo Ax y Ay tender a cero, se obtiene

ou__ow
oy Oz’
Se obtienen las ecuaciones
ou Ov ou Ov
a—y + % = 0, % — 8_y =0

que son precisamente las Ecuaciones de Cauchy-Riemann para la funcién
f(2) = u+iv (ver el teorema 6). Por tanto, f es derivable como funcién de
variable compleja si y solamente si el flujo V es irrotacional e incompresible.
En una regién donde se verifica el Teorema de Cauchy (ver el teorema 26) f
tiene una primitiva F' = ¢(x,y) + it)(x,y). Resulta % = u, g—z = —uv, con
lo que grad ¢ = V. La funciéon ¢ se llama el potencial de velocidad y F' se
llama el potencial de velocidad complejo. Asi, la conjugada de la derivada del
potencial de velocidad complejo es el vector velocidad, es decir, F ' = V. Las
lineas ¢(z,y) =constante se llaman lineas equipotenciales, mientras que las

lineas ¢ (x,y) =constante se llaman lineas de corriente.

1.11.3. Aplicaciones a la ecuacién de Laplace. Funcio-
nes armonicas

Se ha indicado que las partes real e imaginaria de una funcién compleja
derivable son funciones armonicas, es decir, son soluciones de la ecuacién de
Laplace con segundas derivadas continuas(ver la definicién 7 y la nota que le
sigue). Ademas, si una funcién arménica se compone con una funcién deriv-
able, el resultado sigue siendo una funcién arménica (ver el teorema 53. Estas
observaciones, junto con las propiedades geométricas de las funciones deriv-
ables, hacen que la teoria de variable compleja sea especialmente importante
en la resolucion del problema de Dirichlet y la ecuacién de Laplace.

Se tiene el siguiente
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1.11.4 Aplicaciones al problema de Dirichlet

Teorema 53 Sea f : G — D wuna funcion derivable, donde G y D son
dominios no vacios en C. Sea h : D — IR una funcion armonica. Entonces
ho f es una funcion armdnica.

Por tanto, si se trata de resolver la ecuaciéon de Laplace en un cierto
dominio D, puede realizarse una transformacion de D mediante una funcién
derivable f de modo que el nuevo dominio G sea més sencillo, y resolver
el problema en él, para posteriormente obtener la soluciéon buscada en D
mediante composicién con la funcién inversa de f.

1.11.4. Aplicaciones al problema de Dirichlet

Dado un dominio simplemente conexo no vacio D C C, acotado por una
curva C' cerrada simple y suave a trozos, se trata de encontrar una funciéon
armoénica u : D — IR que coincida con una funcién dada h definida en C' (si
la funcién h es continua a trozos en C', se exigira que u coincida con h tan
sélo en los puntos de continuidad).

La resolucion de un problema de este tipo se realiza mediante la obtencion
de una transformaciéon conforme F' que convierta el dominio D en B(0;1),
y la utilizacién de la integral de Poisson para ese dominio transformado y
para la funciéon h o F' en su frontera. La férmula integral de Poisson es, en
coordenadas polares,

2m 2
u(r,0) = i/ (1= r)hla) dov.
2 Jo 14712 —2rcos(a—0)

Esta funcién se obtiene como resultado de aplicar técnicas de separacién de
variables a una ecuacién en derivadas parciales (ver el apartado 3.5.4).

Las técnicas de variable compleja se pueden utilizar para resolver este
problema en un semiplano. Si se trata de otro dominio D, se buscard una
transformacion conforme que convierta D en el semiplano. Se resolvera el
problema en este ultimo y se aplicara la transformacién inversa. La validez
del procedimiento depende del teorema 53.

Para motivar el tipo de férmula que aparece, considerar los siguientes
ejemplos, cada vez més generales:

1. Una funcion u armonica en y > 0, u(z,0) =0 six >0, u(z,0) =7 s
x < 0. La solucién es u(z,y) = Argo(z), donde z = (x,y) € C.
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. Una funcion u arménica en y > 0, u(z,0) =0 six > 0, u(x,0) = h si
x < 0. La solucién es u(z,y) = (h/m)Argo(z).

. Una funcion u arménica en y > 0, u(z,0) =h six >0, u(z,0) =0 si
x < 0. La solucion es

u(z,y) zh(1_AL0(Z>>.

(e

. Una funcion u armdnica en y > 0, u(x,0) = h si x > x1, u(x,0) =0
st x < x1. La solucion es

(e

e =1 (1 A =20),

donde z; = (z1,0).

. Una funcion u armdnica en y > 0, u(z,0) =0 si v < x1, u(x,0) = h
sixy < x < xe, u(x,0) =0 st x> xy. La solucién es

u(z,y) =
_ (1 _ Argo(z — 21)) —h (1 _ Argo(z — zg)) _
7r m
= ﬁArgoz — 22.
™ zZ— Z1

donde z, = (x4,0), k =1,2.

. Una funcion v armdnica eny > 0, u(x,0) = hg si x < xo, u(z,0) = hy
sixg < v < x1, u(x,0) = hy si x1 < x < xo, ..., u(x,0) = h, si
Tpo1 < x < Tp, u(x,0) = hypyq stz > x,. La solucion es

u(x,y) =

1 z—z
= — |hoArgo(z — 20) + h1Argo !
T z2— 2

+ ...

R hnArgOZZ_—Zn + hpa[m — Argo(z — 2,)]

- An—1

donde z; = (x,0), £ =0,1,2,...,n. Denotando

g(t) :== Argo(z — (t + 07)) = arctan Y >
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1.11.5 La ecuacién de Poisson

las funciones armoénicas buscadas son (usando el Teorema del Valor
Medio) de la forma
u(e,y) =
~ {alg(t) = g(to)] + -+ halo(ta) — g(tn 1))} =
= {h(t1)g'(t])) Aty + ... + h(tn)g'(t;)At,}

donde ¢}, son puntos intermedios en los intervalos considerados. Tenien-

do en cuenta que
Y

(@ — )7+

el caso continuo (h es una funcién definida en el eje real) viene resuelto

por la férmula
1 400 h(t)y
== — "t 1.2
w,y) 71'/_00 (z—t)2+42 (12)

g'(t) =

integral que converge cuando h es continua a trozos y acotada. Esta es
la Formula Integral de Poisson en un semiplano.

La posibilidad de encontrar una transformacién conforme apropiada se basa
en el siguiente

Teorema 54 Sea D un dominio simplemente conexo distinto de C. Entonces
existe una transformacion conforme inyectiva F' de D sobre B(0;1). Ademds,
si D estd limitada por una curva cerrada simple C, la transformacion puede
definirse en C' de modo que F : D U C — B(0;1) siga siendo continua e
inyectiva.

1.11.5. La ecuacion de Poisson

Se trata de una generalizacién del problema de Dirichlet. Como antes, se
busca una funciéon u en un dominio D que coincida con una funcién dada h en
su frontera C', y que verifique en D la ecuacion de Poisson, una generalizacion
de la ecuacién de Laplace:

*u  0%*u
92 + o 9(z,y),

donde ¢ es una funciéon dada en D. De nuevo, una transformacion conforme
adecuada puede simplificar el problema.
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1.11.6. Calculo de integrales reales mediante residuos

La idea es sencilla: supongamos que se trata de calcular la integral de una
funcién de variable real, digamos fab f(z)dz, donde a y b son nimeros reales
o incluso —oo y/o +00. Se considera una funcién F' de variable compleja de
modo que la restriccién al eje real coincida con f. Se traza una trayectoria
(en general, cerrada) en C, digamos ¢ = ¢ U ¢, de modo que la parte ¢, de
esa trayectoria coincida con el segmento orientado [a — b], y de modo que
sean conocidos los dos valores

/F(z)dz, /F(z)dz.
¢ $2
Entonces, como

/qu(z)dz:/l F(z)dz+/2 F(z)dz:/abf(x)dx+/2 F(2)dz,

se obtiene el valor de f; f(x)dz. La integral [, F(z)dz se calcula mediante el
teorema del residuo. Los resultados que se usaran son los siguientes:

Proposicién 55 Sea f: C\ F — C una funcién derivable, donde F es un
subconjunto finito de C disjunto del eje real. Sean ay,as,...,a, los elementos
de F' que estdn en el semiplano superior. Dados M >0, R > 0, s

122f(2)| < M, cuando Tm(z) >0, |z| > R,

entonces
+oo n

f(z)dx = 2mi Z res(f,a;).
00 j=1

Lema 56 (Lema de Jordan) Sea f : C\ F — C una funcion derivable,
donde F' es un subconjunto finito de C disjunto del eje real. Sean ay,as, ..., a,
los elementos de F' que estdn en el semiplano superior. Se supone que f(z) —
0 cuando z — o0, siendo Im(z) > 0. Sea a € IR, a > 0. Entonces

+oo +oo n

f(x)cosaxdr +1i f(x)sinaxdr = 2mi Z res(g, a;),

Jj=1

donde g(z) := f(z).€"**,
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1.11.6 Célculo de integrales reales mediante residuos

Proposicion 57 Sea f : G — C una funcion derivable definida en un sub-
conjunto abierto y no vacio de C. Sea a € G un polo simple de f, y sea
p = res(f,a). Se considera una trayectoria ¢, como la representada en la

figura 1.7. Entonces,

(2) dz = ip( — a).

or

Figura 1.7: La trayectoria del lema
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Capitulo 2
Analisis de Fourier

2.1. Algunos resultados sobre integrales

2.1.1. Concepto de integral de Riemann

Definicién 58 Sea f : [a,b] — IR una funcién definida y acotada en un
intervalo cerrado y acotado [a,b] en IR. Se dice que f es integrable Riemann
en [a,b] cuando dado € > 0 existe una particion Py de [a,b] (es decir, una
familia finita de puntos de este intervalo, Py := {a = xo,21,...,2, = b})
de modo que si P es una particicion mds fina (es decir, Py C P) se tiene
S — s <€, donde

S—ZS — i),

Si = Sup{f( ) : [xiflaxi]}7 L= 1727' -y
s _ZSZ — Zi1)
mf{f( )i t€[zim,xll, i=1,2,...,n

En ese caso, se define fa f(z)dz como el infimo de los valores S, que coincide
con el supremo de los valores s.

Se extiende la anterior definicion a la clase de funciones acotadas definidas
en [a,b] y que toman valores reales o complejos, sin mds que tratar las partes
real e imaginaria de [ independientemente, y escribir

/f da;—/ Re(f(x ))d:v+z/b1m(f(x))da:.
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Andlisis de Fourier

La clase de las funciones integrables Riemann en |a,b] con valores reales
o complejos se denota por Rla,b).

Notas:

1. La teoria de Riemann integra sélo funciones acotadas en intervalos
acotados. En algunos casos se requiere extender esta teoria a funciones
no acotadas, o a funciones definidas en intervalos no acotados. Esto lo
haremos en el apartado 2.1.4.

El siguiente concepto permite precisar lo que se entiende al decir que
ciertos subconjuntos de la recta real son “despreciables”para la teoria de
integracion:

Definicién 59 Un subconjunto D C IR se dice que es nulo cuando dado
€ > 0 arbitrario se puede encontrar una sucesion (1) de subintervalos de IR,
cada uno de ellos de longitud finita [(I,), de modo que

DcC G I, il([n) <e
n=1 n=1

Notas:
1. El conjunto vacio es, obviamente, nulo.
2. Todo conjunto finito es nulo.

3. La unién numerable de conjuntos nulos es un conjunto nulo. En par-
ticular, todo conjunto numerable es nulo.

Un resultado muy importante debido a H. Lebesgue precisa exactamente
las funciones que son integrables Riemann: para formularlo correctamente
necesitamos considerar el conjunto de puntos C' donde una funcién f es
continua, y su complementario, el conjunto de puntos D donde es discontinua.
El resultado de Lebesgue es el siguiente

Teorema 60 (Criterio de Lebesgue de integracién Riemann) Sea
filab] = R

una funcion acotada. Entonces f es Riemann integrable en [a,b] si y sola-
mente si el conjunto D es nulo.
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Notas:

1. Segtn el criterio de Lebesgue, si una funciéon f tiene un conjunto nu-
merable de puntos de discontinuidad entonces es integrable Riemann.
En particular, esto ocurre cuando f tiene un conjunto finito de puntos
de discontinuidad. Asi, toda funcién continua en [a,b] es integrable
Riemann (observar que f es automaticamente acotada).

2.1.2. Teoremas de convergencia

Teorema 61 Sea (f,) una sucesion de funciones de Rla,b] que converge
uniformemente (es decir, en || - ||, donde || f|loo := sup{|f(z)|: x € [a,b])
a f:[a,b] — IR. Entonces f € Rla,b], y si se define

gn(z) == /x fu(t)dt, g(x) := /w f(t)dt, x € [a,b], n € IN,

se tiene que g, converge uniformemente a g en [a,b|. En particular,

b b
/ fa(t)dt —>/ f(t)dt, cuando n — oo.

Teorema 62 Sea (f,) una sucesion de funciones de Rla,b] que converge
puntualmente a f € Rla,b], y tal que sea uniformemente acotada (es decir,
acotada en || - ||« ). Entonces

b b
/ Jn(t)dt —>/ f(t)dt, cuando n — oo.

2.1.3. Integrales paramétricas

Muchas funciones del anélisis matematico estan definidas por integrales.
Los siguientes resultados aseguran las buenas propiedades de estas funciones.

Teorema 63 (Continuidad) Sea f : [a,b] X [c,d] — IR una funcion con-
tinua. Sean p : [c,d] — [a,b] y q : [c,d] — [a,b] dos funciones continuas.

Entonces
q(y)

F(y) == f(x,y)dz, Vy € [c,d]

p(y)
estd bien definida y es una funcion continua.
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Teorema 64 (Derivabilidad) Sea f : [a,b] X [¢,d] — IR una funcion con-
tinua. Supongamos que exista Of /0y y que sea una funcion continua en
[a,b] X [e,d] (en los puntos de la frontera la derivada se define lateralmente).
Sean p : [¢,d] — [a,b] y q: [c,d] — [a,b] dos funciones con derivada en [c,d]
(en los extremos se entiende que las derivadas son laterales). Entonces

a(y)

F(y) == f(x,y)dz, Vy € [c,d]

p(y)

es derivable en |c,d[ y la derivada estd dada por

q(y)
Fl(y) = /p(y) g—i(ﬂc, y)dx + fla(y), vld' (v) — flp(), ylp'(y)-

Teorema 65 (Integrabilidad (Teorema de Fubini)) Sea f : [a,b]x[c,d] —
IR una funcion continua. Se definen las funciones

Fly) = / f(x,y)dr, Glz) = / f(@y)dy, = € [ab], y € e.d]

Entonces [ G(z)dx = [ F(z)dx, es decir
/ab Ucdf(%y)dy] do = /cd Uabﬂx,y)dx] dy

2.1.4. Integrales impropias

La teoria de integracién de Riemann se formula para funciones acotadas
definidas en intervalos acotados. Es conveniente poder extender esta teoria a
situaciones mas generales (funciones quizés no acotadas o intervalos quizas
no acotados).

Por ejemplo, se trata de asignar un sentido a una expresién como | fooo f(z)dz,
en principio no aceptada en la teoia clasica de Riemann. Estas expresiones
se definen por paso al limite:

/_Zf(:v)d:v: 1fm /abf(x)dx,

a——00, b——+o00

en el caso de que el limite exista. Diremos en ese caso que f € R(IR).
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Si f :]a,b] — IR no esté acotada, pero si lo esta en [a + d,b] para todo
0 > 0, se define
b b
/ f(x)dx := lim f(x)dx.

Otras situaciones se tratan similarmente.

2.2. Series de Fourier

2.2.1. Algunas clases especiales de funciones

Definicién 66 Sea una funcion f : [a,b] — IR. Se dice que f es continua
a trozos si existe P := {a = xg,x1,...,2, = b}, una particion del intervalo
la,b], de forma que f sea continua en cada uno de los intervalos abiertos
|zio1, 2], y si ademds existen (y son finitos) los limites laterales en los ex-
tremos.

Definicién 67 Sea una funcion f : |a,b] — IR. Se dice que f es suave a
trozos si existe P := {a = xo,21,...,2, = b}, una particion del intervalo
[a,b], de modo que f sea continua en cada uno de los intervalos abiertos
|zi_1, 2] y en ellos exista la derivada, y si ademds ezisten (y son finitas) las
deriwadas laterales en los extremos de cada uno de los subintervalos.

Definicién 68 Sea una funcion f : [a,b] — IR. Se dice que f es muy suave
a trozos si eziste P := {a = g, x1,...,2, = b}, una particion del intervalo
[a,b], de modo que f sea suave a trozos para esa particion y en cada uno
de los intervalos abiertos |x;_1,x;| exista la sequnda derivada, y si ademds
existen (y son finitas) las sequndas derivadas laterales en los extremos de
cada uno de los subintervalos.

Definicién 69 Sea [ definida en IR con valores en IR. Se dice que es par
cuando f(x) = f(—x), para todo x € IR. Se dice que es impar cuando f(z) =
—f(=x), para todo x € IR.

Definicién 70 Sea f definida en IR con valores en IR. Se dice que f es
periédica de periodo p cuando f(x) = f(x + p), para todo x € IR. A veces
diremos simplemente que es p—periddica.

Notas:
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1. Toda funcién definida en [0, 00| se puede extender a una funcién par
definida en IR de forma natural.

2. Toda funcién definida en [0, oo[ tal que f(0) = 0 se puede extender a
una funcion impar definida en IR de forma natural.

3. Toda funcién definida en un intervalo [a, b[ se puede extender a todo
IR de modo que sea (b — a)—periddica de forma natural.

Extenderemos los anteriores conceptos a la clase de funciones que toman
valores complejos, sin mas que aplicarlos a las partes real e imaginaria de
la funcién. Obsérvese que no se trata de funciones de variable compleja,
sino de variable real con valores complejos. Las integrales se calculan, como
se ha dicho con anterioridad, integrando separadamente las partes real e
imaginaria.

2.2.2. Sistemas ortonormales de funciones trigonométri-
cas

Definicién 71 Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo K de los nimeros
reales o de los complejos, un producto interior, también llamado producto
escalar, en E, es una aplicacion (-,-) que a un par de vectores de E asocia
un escalar, es decir, un elemento de K, y que tiene las siguientes propiedades,
siendo x, y, z elementos de E, o, B elementos de K :

1) {ax + By, 2) = afx, z) + By, 2).
2) (z,y) = (y,z).
3) (x,z) > 0.

4) Si(x,x) =0, entonces v = 0.

Definicién 72 Dado un espacio vectorial E y un producto escalar (-,-) en
él, se define una norma asociada al producto escalar ||z||2 := (x,2)'/?, donde
la raiz cuadrada se toma positiva.

Teorema 73 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si x e y son dos ele-
mentos de un espacio vectorial E en el que hay definido un producto escalar
(-,+), se verifica la siguiente desigualdad:

{2 9)| < l[l2llyll2- (2.1)

Ademads, se tiene |{x,y)| = ||z||2||ly|l2 si y solamente si uno de los vectores es
maultiplo del otro.
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Definicién 74 Dos vectores x e y de un espacio vectorial E se dice que
son ortogonales para un producto escalar (-,-) en E cuando (x,y) = 0. Un
conjunto de vectores S C E se dice que es ortogonal cuando los elementos
de S son ortogonales dos a dos, y se dice que es ortonormal cuando, ademds
de ser ortogonal, todos sus elementos tienen norma 1.

Supongamos que en un espacio vectorial £ con un producto escalar (-, -)
y la norma asociada || - ||2 se proporciona una sucesién (z,) ortonormal. Se
considera el subespacio vectorial F,, generado por {zy,...,z,} y se toma un
vector x € E arbitrario. Se trata de encontrar el vector de F;,, mas préximo
axen| -|s.

Se tiene la siguiente

Proposicién 75 Dado un elemento cualquiera y = >} _ byxy € F,, se
tiene

lz = yl3 = llll3 = > e, 2P + D | b — (@, z) . (2.2)
k=1 k=1

Como consecuencia, el elemento de F,, mas préximo a x en la norma || - [|2 es
Sp =y (T, xp)T), ¥ Se tiene

lz = sull® = ll2]* = Y Kz, 2. (2.3)
k=1

El coeficiente (x, zx) se llama k—ésimo coeficiente de Fourier de x en el sis-
tema {x,}125. Una consecuencia inmediata de la ecuacién (2.3) es que los
coeficientes de Fourier de un vector arbitrario respecto a un sistema, ortonor-
mal verifican

> [z, z) P < |lz|*, n e IV, (2.4)
k=1
luego

+00
S [l < o] (2.5)
k=1
Por tanto, la serie 3>} (z, 2,,)x,, es convergente en ||-||2, a un elemento s que
pertenece al espacio generado por la sucesién (z,) y representa el elemento
de este espacio mas proximo a x. Este elemento s se llama la Serie de Fourier
de z en el sistema (z,,).
Cuando se particulariza lo anterior a los espacios de funciones integrables
se tiene
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Definicién 76 Sea ¢ una funcion integrable Riemann en |a,b] con valores
reales positivos. Se define un producto escalar en el espacio de las funciones
integrables Riemann en [a,b] como

(19) = [ f)g@ala)ds. 26)

Ast, se dice que dos funciones f y g integrables en [a,b] y con valores reales o
complejos son ortogonales respecto a la funcién ¢ en [a, b] cuando lo son para
el producto escalar dado en (2.6). La norma ||-||2 introducida en la definicion
72 toma ahora el aspecto

b 1/2
1l = (f, V2 = ( / |f<x>|2q<x>dx) Vf € Rla,bl.

Notas:

1. Estrictamente hablando, (-, -) no es un producto escalar, ya que (f, f) =
0 no implica que f sea idénticamente nula (lo es si f es continua). Para
evitar este inconveniente se suelen identificar funciones que coinciden
en todos los puntos salvo en un conjunto nulo (ver la definicién 59).

2. Como antes, no se trata de una norma, pues ||f|l2 = 0 no permite
concluir que f sea idénticamente nula. Si se adopta la convencién de
identificar funciones que coinciden salvo en un conjunto nulo, ||| - |||z es
una norma.

3. Se dice que una funcién estd normalizada cuando ||f]ls = 1. Si esta
cantidad no es nula, siempre se puede obtener una funcién normalizada
sin mas que dividirla por su norma.

Definicién 77 Se llama sistema trigonométrico en [—m, 7] a la sucesion de

funciones
1 cosx sinzx cosnx sinnm

Forma un sistema ortonormal de funciones respecto a la funcion constante
q =1 en el intervalo [—m, m].

(2.7)
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Definicién 78 Se llama sistema exponencial a la sucesion de funciones con
valores complejos

cos(nx) + isin(nx)
() 1= = ,n=0,1,-1,2,-2,....
Pn(2) V2 V2

Forma un sistema ortonormal en [—7, 7| respecto a la funcion ¢ = 1.

Notas:

1. Todo sistema ortogonal de funciones no nulas es linealmente indepen-
diente.

2. El llamado método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt permite pasar
de una sucesion arbitraria de funciones a una sucesién ortogonal con
la misma envoltura lineal. Precisamente, si (v,):2 es una sucesién

linealmente independiente de vectores en un espacio con un producto

escalar, se define

w1 = U1
L <'U2,”LU1>
Wy ‘= V2 <w1’w1> 1
<U37 'U)1> <U§37 w2>
W3 = V3 — —
U fwnwn) T {wawn)

resultando una sucesién ortogonal (w,) con la misma envoltura lineal.

2.2.3. Series de Fourier

El objeto de la teoria de las series de Fourier es expresar una funcion
“arbitraria” f con valores reales como la suma de una serie formada por fun-
ciones trigonométricas (que serd llamada su serie de Fourier). Una tal serie
es, necesariamente, 2r—periédica. La funcién f puede no serlo. Esto no es
un problema si f estd definida en un intervalo cerrado y acotado [a, b] de IR.
Basta realizar un apropiado cambio de variable para suponer que el intervalo
es [—m, 7). Inmediatamente se extiende la funcién 2w —peridédicamente a toda
la recta IR. Este procedimiento puede producir problemas en los extremos del
intervalo. Veremos como superarlos, asi como estableceremos resultados para
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indicar lo que se quiere decir con la expresion de que f sea “representable” por
una serie trigonométrica. Posteriormente trataremos el caso de funciones con
valores complejos. De momento, las funciones utilizadas se supone que toman
valores reales.

Asi, dada f € R[—m, 7], si se pretende encontrar la combinacién lineal in-
finita (es decir, la serie) de funciones del sistema trigonométrico mds prézima
(en el sentido de la norma ||-||2) a f (ver la Definicién 72 y las consideraciones
realizadas después de la Proposicién 75), resulta que hay que tomar la serie
agp - .

5 T Z(ak cos kx + by sin k), (2.8)
k=

1
donde los coeficientes estan dados por

1 ™
ap = — f(z)coskxdr, k=0,1,2,...,
7T —Tr

1 s
b = —/ f(z)sinkadz, k=1,2,... (2.9)
T™J_n

Por un abuso de notacion, estos coeficientes reciben también el nombre de
coeficientes de Fourier (para el sistema trigonométrico) de la funcién f. Para
indicar que la serie (2.8) esta asociada a la funcién f escribiremos

N@+ ay cos kx + by sin kx).
2
k=1

Notas:

1. Debido a que se toma la extensién 2r—periddica de f a toda la recta,
basta conocer el comportamiento de f en cualquier intervalo de longitud
2.

2. Como f es integrable Riemann, las integrales que definen los coefi-
cientes de Fourier existen (se multiplica una funcién integrable por una
funcién continua y acotada).

3. No se asegura que la serie construida en (2.8) sea convergente en ningin
sentido. Por tanto, la asociacién denotada mediante el simbolo ~ no es
mas que la indicacién de que los coeficientes se calculan mediante las
férmulas (2.9).
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4. El problema de la convergencia de la serie de Fourier es delicado. En
primer lugar, se trata de fijar el tipo de convergencia requerido (pun-
tual, en la norma || - ||2, uniforme (es decir, en la norma || - ||«,...)). La
serie puede no converger en ningin sentido, o hacerlo en unos y no en
otros, y, en el caso de que sea convergente en alguno de ellos, hacerlo
hacia un valor distinto del “esperado” f(z). Estos aspectos se tratan en
las seciones siguientes.

2.2.4. Convergencia en media

Una consecuencia inmediata de la ecuacion (2.5) es la siguiente

Proposicién 79 Los coeficientes de Fourier de una funcion f € R[—m, 7]
verifican la llamada desigualdad de Bessel:

@ Ly 2
2+’; 24 0) /f (2.10)

Notas:

1. En particular, los coeficientes de Fourier convergen a cero cuando n —
oo (ver el Lema 85).

Teorema 80 Sea f : [—m, 7| — IR una funcion cuya serie de Fourier defini-
da en (2.8) sea || - ||o—convergente a la funcion f (es decir, si

Sp(x) == 204 Z(ak cos kx + by sin kx),

2
k=1
as suimas parclales de la serie de rourier;/ entonces
! iales de la serie de Fouri "
Hf - Sn”z — 0, cuando n — oo)

En ese caso, se verifica la identidad de Parseval:

@2 =
30+k;ak+b2 /f dz. (2.11)
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Definicién 81 Un sistema ortonormal de funciones se dice que es completo
cuando la serie de Fourier de cualquier funcion integrable es ||-||2— convergente
a la funcion.

Teorema 82 Los sistemas trigonométrico y exponencial son completos.

Notas:

1. Por tanto, la serie de Fourier de una funcién f € R[—mn, 7] es ||+ ||a—con-
vergente a f.

2. La completitud del sistema trigonométrico es consecuencia de un im-
portante teorema de Weierstrass (ver el Teorema 98), que asegura que
toda funcion continua en un intervalo cerrado y acotado es el limite
uniforme (es decir, en ||| - |||c) de una sucesién de polinomios.

2.2.5. Series de funciones particulares

Sila funcién f : |—m, 7| — IR es par, entonces b, = 0, k =1,2,..., por
Y Y Y Y 7 )
lo que la serie de Fourier tiene una expresion sélo con cosenos, precisamente

a o
f~ 50 +Zak cos kx, (2.12)
k=1
donde se puede escribir
2 ™
ak:—/ f(z)coskxdr, k=0,1,2,.... (2.13)
T Jo
Si la funcion f : [—m, 7] — IR es impar, entonces ar, =0, k=0,1,2,..., por

lo que la serie de Fourier tiene una expresion solo con senos, precisamente

f~ Z b sin kz, (2.14)
k=1
donde se puede escribir
2 s
by = —/ f(z)sinkzdz, k=1,2,... (2.15)
T Jo
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2.2.6 Series de exponenciales complejas

2.2.6. Series de exponenciales complejas

Basta recordar las formulas de Euler que relacionan las exponenciales
complejas con los senos y cosenos para obtener

f ) e, (2.16)
k=—oc0
donde .
= oo f( Ye~*dzx, k un nimero entero. (2.17)
s

2.2.7. Cambio de intervalo

Sea f : [a,b] — IR una funcién. Denotamos con el mismo simbolo a su
extensién (b — a)—periédica a todo IR. Basta realizar un cambio de variable
(una translacién seguida de una homotecia) para considerarla definida en
[—m, 7| (o, si se quiere, 2r—periddica). Se puede aplicar todo lo anterior.
Deshaciendo el cambio de variable se obtiene

kr(2e —b—a . km(2r—b—a
fN——{—Z[akcos T— )+bksm (b—a ) . (2.18)

donde los coeficientes estan dados por

(22 —b—
/f COS r=b a)dx,k:(),l,Z,...,

= b—a b—a
/{;7r2x b—a)
i de, k=12, ... 2.19
k b—a/f b—a X, ) “y ( )

2.2.8. Convergencia puntual de una serie de Fourier

Supongamos ahora f € R[—m7,x].
Se consideraran dos problemas:

1. Determinar los puntos de [—m, 7| para los que la serie de Fourier de f
converge.

49



Andlisis de Fourier

2. En el caso de que la serie de Fourier converja en un punto, determinar
si lo hace hacia f(x).

A partir de este momento trataremos con una clase de funciones que
cubre las necesidades més corrientes en la teoria de Fourier. Son las llamadas
absolutamente integrables.

Definicién 83 Se dice que una funcion f definida en un intervalo I (que
puede ser toda la recta real) es absolutamente integrable si existe una parti-
cion P :={co,c1,...,¢c,} de I tal que

1. f € R en todo subintervalo de la I que no contenga ningin punto de

P.

2. Euxiste fcclil f(z)dz como integral de Riemann o como integral impropia
de Riemann absolutamente convergente (ver el apartado 2.1.4).

En esas circunstancias, se escribe f € R*(I) y se define

/I f(a)de = é / F(@)da.

La siguiente proposicion da una expresion manejable para las sumas par-
ciales

Sp(x) := % + Z[an cos(nzx) + by, sin(nx)]

de la serie de Fourier.

Proposicién 84 Sea f € R*[—m,w|. Suponemos que f denota también la
extension 2m-periodica a IR. Entonces

Sn(x):%/oﬂ f(m—i_t);—f(x_t)Dn(t)dt,

donde

n sin(n—i—%)t

1
Dy (t) := B + cos(kt) = QSinlé , t#2mm, m e £,

recibe el nombre de nicleo de Dirichlet.
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2.2.8 Convergencia puntual de una serie de Fourier

El siguiente Lema da una descripcion asintética del comportamiento de
ciertas integrales que aparecen con frecuencia en la teoria de Fourier:

Lema 85 (Lema de Riemann-Lebesgue) Si f € R*(I), siendo I un in-
tervalo cualquiera de la recta real, se tiene

lim f( )sin(at + B)dt =

oaA— 00
siendo 3 una constante arbitraria.

Nota: El significado geométrico del Lema 85 es claro: una funcién integrable
en I, sometida a un proceso de oscilacién (de tipo sinusoidal) cada vez mas
frecuente, tiene una integral que tiende a cero. Este lema permite, ahora, dar
una expresion para las sumas parciales de una serie de Fourier. Precisamente
se tiene

Proposicién 86 Dada una funcion f € R*|[—m, 7| y fijado 0 < 6 < w arbi-
trario, resulta

"flx+t)— fla—1t) Sin(n+%)tdt

lim s, (z hm

n—oo n—oo 7T
Nota: Una consecuencia de la proposicion 86 es que la convergencia de la
serie de Fourier de una funcién f en un punto z depende solamente del
comportamiento de la funcién en un entorno tan pequeno como se quiera de
x (lo que constituye el Teorema de Localizacién de Riemann). Sin embargo,
observar que los coeficientes de la serie dependen del comportamiento de f
en todo el intervalo, como es natural.

Definicién 87 Las integrales del tipo

5 .
/0 o(t) sin(at) n

t

reciben el nombre de integrales de Dirichlet.
Nota:

1. Estas integrales tiene la forma de las que aparecen en la expresién del
limite de las sumas parciales de la serie de Fourier, como se vié en la
Proposicién 86.
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2. Interesa poder calcular, pues,

I t
Jm ) 9(t)—

Esto se considerara en los dos siguientes resultados.

Proposicion 88 (Jordan) Si, dado 0 < 6 < 7, g es de variacion acotada'
en [0,6], se tiene

a—+oo T t

5 .
lim 2 /0 O S O

Proposicién 89 (Dini) 57, dado 0 < 0 < 7, existe g(0+) y la integral

impropia de Riemann
5
t) —g(0
[(et=os),,
0 t
converge absolutamente, entonces

5 .
lim 2 /0 g(t)smgat)dt:g(()+).

a——+oo T

Notas:

1. Funciones g que verifican la condicién de Jordan en un intervalo [0, d]
son, por ejemplo, las funciones monétonas (crecientes o decrecientes)
en ese intervalo.

2. Si existe M > 0y p > 0 tales que |g(t) — g(0+)| < Mt? en t € |0, ],
la funcion ¢ satisface la condicién de Dini. Como caso particular, esto
ocurre si g tiene derivada en 0 por la derecha, debiéndose entender por
ello la existencia y finitud del siguiente limite:

[ 90 = g(0+)
t—0+ t

1Una funcién f definida en un intervalo [a, b] se dice que es de variacién acotada cuando
existe una constante M > 0 con la propiedad de que, dada cualquier particiéon a = zg <
1 < ...<zy, =b, entonces Y ,_,|f(z;) — f(xi—1)| < M. Resulta que una funcién es de
variacion acotada si y solamente si es diferencia de dos funciones monoétonas crecientes.
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La aplicacion a la convergencia puntual de una serie de Fourier de una funcién
f 2m-periddica es clara: a la vista de la expresién de una suma parcial dada
en la Proposicion 86, es necesario considerar la funcién

flx+t)+ flz—1)
2

g(t) == , t €10,9],

donde 0 < § < m, a la que se aplica alguna de las Proposiciones 88 o 89.
Precisamente, se obtienen dos condiciones suficientes para la convergencia de
la serie de Fourier en un punto:

Teorema 90 (Condicién de Jordan) Dada f € R*[—m,n| una funcion
2w —periodica, supongamos que existe un punto x € IR y 6 > 0 tales que f
sea de variacion acotada en [x — 0,z + 0]. Entonces resulta que la serie de
Fourier de f converge puntualmente en x al valor

LS+ )
t—0+ 2

Teorema 91 (Condicién de Dini) Dada f € R*[—7, 7| una funcion 27— pe-
riodica, se define

o(t) = f<‘””+t);f(x_t), te0,4].

Entonces, si existe

flat+t)+ flz—1)

9(0+) = lim 5 :
Y o
/ 9(t) —9(0+) ,
. t

como integral impropia de Riemann absolutamente convergente, para algin
0 < d <, resulta que la serie de Fourier de f converge en x al valor

o S0+ =1
t—0+ 2

Notas:
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1. Es sorprendente que la continuidad de una funcién f en [—m, 7| (una
condicién mucho més fuerte que la integrabilidad) no sea suficiente para
asegurar la convergencia puntual de su serie de Fourier.

2. Para paliar este problema, el apartado 2.2.11 tratara de un tipo de
convergencia de la serie de Fourier que es, en cierta forma, mas estable.

3. Las situaciones més usuales en las que existe convergencia puntual de
la serie de Fourier estan descritas en los Teoremas 90 y 91. Hay una
situacion que se presenta a menudo, y que es un caso particular de la
condicién de Dini: precisamente, que la funcién f sea suave a trozos.
Otra, también frecuente, y que es un caso particular de la de Jordan,
es que la funcién f sea mondtona (creciente o decreciente).

4. Observar que, tanto en el caso del Teorema 90 como en el del Teorema
91 la convergencia de la serie de Fourier en cada punto es hacia la
semisuma de los limites laterales. Por tanto, si ademas la funcion es
continua, la convergencia es al valor de la funcién en ese punto.

2.2.9. Convergencia uniforme de la serie de Fourier

Si la serie de Fourier de una funcién converge a ella uniformemente, nece-
sariamente f es una funcién continua, pues es bien conocido que el limite
uniforme de funciones continuas (en este caso, las sumas parciales de la
serie de Fourier) es una funcién continua. Por tanto, no se puede esperar
convergencia uniforme excepto en el caso de que f sea continua. Por supuesto,
esta condicion no es suficiente. Se tiene

Teorema 92 Sea f : IR — IR una funcion continua 2m—periddica, tal que
tenga una derivada continua a trozos en |—m, 7w|. Entonces la serie de Fourier
de f es absoluta y uniformemente convergente a f.

Teorema 93 Sea f : IR — IR una funcion 2w—periddica suave a trozos
en |—m,7|. Entonces la serie de Fourier de f es absoluta y uniformemente
convergente a f en todo intervalo cerrado y acotado que no tenga puntos de
discontinuidad de f.
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2.2.10 Diferenciacién e integracion de series de Fourier

2.2.10. Diferenciacion e integracion de series de Fouri-
er

La diferenciacion término a término de una serie de Fourier no siempre es
posible. Por ejemplo, la funcién f(z) := = definida en [—m, 71| y 2r—periédica
en IR tiene como serie de Fourier asociada

sin2z  sindz

2 |si — - ...
sinx 5 + 3 ,

que tiene una derivada término a término
2[cos x — cos 2z + cos 3z — .. ]

serie divergente para todo x. No sélo eso, sino que esta serie no puede ser la
serie de Fourier asociada a ninguna funcién en virtud de la igualdad (2.10).

Teorema 94 (Diferenciacién) Sea f : IR — IR una funcion continua
2 —periddica con derivada suave a trozos en [—m,m|. Entonces f' tiene una
serie de Fourier que puede ser obtenida derivando término a término la serie
de Fourier de f. La serie asi obtenida converge puntualmente a f' en los
puntos donde f' sea continua, y a [f'(x+) + f'(x—)]/2 donde f’ sea discon-
tinua.

Teorema 95 (Integracién) Sea f : IR — IR una funcion 2m—periddica
continua a trozos en |—m,m|. Entonces la serie de Fourier de f se puede
integrar término a término en cualquier intervalo finito, obteniéndose una
serie que converge puntualmente a una primitiva de f.

2.2.11. Sumabilidad de Cesaro

Fejér demostro que si se consideran las medias de las sumas parciales de la
serie de Fourier de una funcién f, convergen con las minimas hipétesis sobre
la funcién (pues basta la integrabilidad). Precisamente, sea f € R*[—m, 7]
una funcion 27-periddica. Sea

Sp(x) == % + Z[ak cos(kx) + by sin(kx)], n=1,2,...
k=0
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la suma parcial n—ésima de la serie de Fourier de f. Sea

o) = so(x) + s1(x) ;{1—...+sn_1(x)7 n=12...

las medias de las sumas parciales. Entonces se tiene
Proposicién 96 Si f € R*(IR) es una funcion 2mw-periddica, se tiene

oy L [ flatt + f(x —t)sin®(3nt)

)
2 sin”(3t)

Se tiene el siguiente resultado

Teorema 97 (Fejér) Si f € R*(IR) es una funcién 2n-periddica, se define
la funcion
fat+t)+fle—t)  flat)+ flz-)

= ]./ e
s(z) = Mm, 2 2

cuando este limite exista. Entonces, six € IR es un punto en el que s estd bien
definida, la sucesion de medias aritméticas (0, (x)) de la serie de Fourier de
f en x converge a s(x). Ademds, si f es continua en IR, la convergencia de
(0n) a f es uniforme.

Notas: Las consecuencias del teorema de Fejér son muy interesantes:

1. Si la serie de Fourier de una funcién continua converge en un punto z,

debe hacerlo hacia f(z).

2. Otra consecuencia es el siguiente teorema de aproximacion:

Teorema 98 (Weierstrass) Sea f una funcion continua en |a, b]. En-
tonces, dado € > 0 existe un polinomio p en |a,b] tal que

|f(z) —p(z)| <€, Vzelabl.

Es interesante que una serie de Fourier de una funcién tal que f? €
R[—m, 7| se pueda integrar término a término aunque no sea convergente. Se
tiene la siguiente

Proposicién 99 Supongamos que f* € R*[—n,n]. Entonces se tiene

/ f)dt = %x + Z/ {a, cosnt + b, sinnt}dt, Yz € [—m, 7.
0 —Jo
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2.2.12 Series dobles de Fourier

2.2.12. Series dobles de Fourier

Dada una funcién de varias variables, periddica en cada una de ellas, con-
tinuamente diferenciable en R", tiene asociada una serie de Fourier multiple.
El tratamiento de una situacion de este tipo se realiza fijando sucesivamente
las variables. Basta tratar, para entender el procedimiento, el caso particular
de funciones de dos variables. Asi, se considera una funcién continuamente
diferenciable f: R? — R tal que

flz+2my) = f(z,y+21) = f(z,y), Y(z,y) € R,

Si se fija una de las variables, digamos v, se obtiene una funcion 2w —periddica
fy © R — R, que es continuamente diferenciable. Como es sabido (ver el
teorema 90 y las notas subsiguientes) es la suma de su serie de Fourier,
precisamente

8

f(x,y) = fy (@)

)cos(mx) + s, (y) sin(ma)];  (2.20)

m=1

Es claro que los coeficientes dependen de y, pues fijado y distinto estos seran,
previsiblemente, también distintos. Las expresiones de estos coeficientes son
conocidas (ver las ecuaciones (2.9)):

= %/_W f(z,y)dz
nl) =+ [ fary) costma)da,
— %/_ﬂ f(z,y) sin(mx)dx,

siendo funciones de y continuamente diferenciables y 2w —periddicas. Por tan-
to, cada una de ellas es desarrollable en serie de Fourier, precisamente

- % + Z cok cos(ky) + soy sin(ky)],
k=1
em(y) = % + 2; Cmk €0S(kY) + Sy sin(ky)],
oml0) = %52 3 loemscos(h) + s (i), (2.21)

=1
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donde los coeficientes vienen dados por las correspondientes férmulas. Por
ejemplo,

1 vy
Conke = ;/ em(y) cos(ky)dy =

—T

- % /1 /1 f(z,y) cos(mx) cos(ky)dxdy, (2.22)

y asi los otros. Basta ahora sustituir las expresiones (2.21) en (2.20) para
obtener la expresion de la serie doble. Los coeficientes estan expresados por
las férmulas (2.22).

2.2.13. Aplicaciones de las Series de Fourier

Respuesta de frecuencia (resolucién de ecuaciones diferenciales li-
neales)

Considérese una ecuacién diferencial lineal de orden m con coeficientes
constantes reales en la funcién incégnita = de la variable t,
d™x n dm™ 1y
a1
dtm

d
ot Gt 4 apmr = f(D). (2.23)

o dem1 dt

Se sabe que la solucion general de este problema es
2(t) = xn(t) + zp(t),

donde z, es la solucién general de la ecuacién homogénea (en realidad, una
familia de soluciones) y x, es una solucién particular. Sabemos que la solucién
general de la ecuaciéon homogénea esté expresada usando exponenciales e,
donde X es una raiz del polinomio caracteristico, es decir,

PA) = @A™ + e A" A A1 A+ (2.24)

Supondremos que el sistema descrito por la ecuacién (2.23) es estable, es
decir, que la parte imaginaria de cada una de las raices de (2.24) tiene parte
real negativa. Observar entonces que las soluciones de la ecuacién homogénea
son transitorias, es decir, cuando t — oo tienden a cero.

Usaremos las series de Fourier para obtener una solucién particular x,
de la ecuacién (2.23) en el caso que la funcién f sea periédica de periodo 7
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y sea suave a trozos. En ese caso (ver 91 y 90) la funcién puede expresarse
como suma de su serie de Fourier (que, dadas las caracteristicas del problema,
preferimos escribir en su forma compleja), precisamente

o0

inwt 2m
f(t) = Z cre™, w=—.

n=-—oo
Para obtener la solucion particular x, usaremos el método de superposicién
(ver el apartado 3.1.3), en el que se calcula primero una solucién particular
z, de la ecuacién (2.23) cuando f(t) = ¢, para cada n € Z y luego
se considera la serie formada por esas soluciones particulares. Precisamente,

para la ecuacion

d™x am—1

X
a a oot Q1 — F apT = cpe
0 gem + M gt T T Amr g

nwt

se ensaya una solucién k.e™!, donde k es una constante. Identificando coe-
ficientes se obtiene, inmediatamente,

c einwt
n

a(t) = (2.25)

ag(inw)™ + ...+ apy

Observar que el denominador no se anula, ya que (inw) no es raiz del poli-
nomiuo caracteristico, debido a la hipdtesis de que el sistema es estable.
Se define ahora la funcion
1

Y = 2.26
() aps™ + ...+ a,y,’ (2.26)

llamada funcion de transferencia del sistema considerado. Cuando w es real,
la funcién Y (iw) se llama funcion de respuesta de frecuencia del sistema.
Entonces la ecuacién (2.25) se convierte en

T, (1) = ¢, Y (inw)e™™ ",
Por el principio de superposicién (ver el apartado 3.1.3) se construye una

solucién particular de la ecuacién (2.23) como

[e.e] o

zp(t) = Z z,(t) = Z Y (inw)e™ .

n=—oo n=—oo

59



Andlisis de Fourier

Es posible demostrar que esta serie converge uniformemente, y que la suma
de la serie (por tanto, una funcién continua) verifica realmente la ecuacién
diferencial (2.23) excepto en puntos en los que f tiene algin salto. Observar
también que cuando t — oo cualquiera de las soluciones de la ecuacion ho-
mogénea tiende a cero, con lo que cualquiera de las soluciones de la ecuaciéon
(2.23) se parece cada vez més a la funcién z, calculada, que es llamada
asi estado estacionario®.

2.2.14. Las series de Fourier como transformadas

Dada una funcion f : R — C que sea 2r—periddica e integrable, se le
asocia su serie de Fourier (ver la férmula (2.16)). Asi, queda determinada una
sucesién (¢, )nez, de forma tnica, la sucesion de sus coeficientes de Fourier,
dados por las férmulas (2.17). Esta “transformacién”, denotada S, es lineal,
en el sentido de que S(af+8g) = aS(f)+5S(g), donde oy 3 son, en general,
numeros complejos y f y g son funciones integrables y 2mr—periddicas. S se
denomina a veces Transformada Finita de Fourier, y las aplicaciones de la
misma a las ecuaciones diferenciales y en derivadas parciales se veran en la
seccion 3.6.

Tan interesante como esto es el hecho de que la funciéon f pueda ser
“recuperada’si se conoce la sucesiéon de sus coeficientes de Fourier. La forma
de hacerlo consiste, precisamente, en sumar la serie Y - ¢,e™*, para x €
R, v en esto consiste calcular la transformacién inversa S—*.

Como se ha indicado en los Teoremas 90 y 91, no es posible recuperar
siempre la funcion, pues la serie de Fourier puede que no converja o, si lo
hace, puede que no sume la funciéon. Bajo las condiciones establecidas en esos
teoremas, se recupera precisamente la funcién que coincide con f(z) en sus
puntos de continuidad, y que vale (1/2)(f(z+) + f(z—)) en los saltos de la
misma.

Hay que anadir que, bajo las condiciones dadas en el Teorema 94, si
la funcién f tiene como coeficientes de Fourier (¢, ),ez, entonces la funcién
derivada f’ tiene como coeficientes de Fourier precisamente Cy, := ikcy, k € Z.
Asi, la derivacién se convierte, mediante el operador S, en un simple producto
por constantes.

Estos puntos de vista se veran reforzados por las secciones siguientes, en
las que se trata el caso de funciones que no son, necesariamente, periddicas.

2Este tratamiento estd sacado, con algunas variantes, de [Ka].
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2.3. Integrales de Fourier

Sea una funcién f € R*(IR). No tiene sentido preguntarse por su desar-
rollo en serie de Fourier, ya que f no tiene por qué ser 2m-periédica. Sin
embargo, existe un resultado que es de alguna forma similar, pues representa
la version continua del teorema sobre la convergencia de la serie de Fouri-
er. Es interesante que las condiciones sobre la funcién son las mismas que
garantizan la convergencia de la serie de Fourier.

Teorema 100 (Teorema de la Integral de Fourier) Sea f € R*(IR). Sea
x € IR, § > 0. Se supone que f verifica alguna de las dos siguientes condi-
ciones

1. Condicién de Jordan: f es de variacidn acotada en |0, d].
2. Condicién de Dini: Existe f(z+), f(z—) y ademds

fla =t~ fa=) _
t

fla+t) = fat) _

; RI0, 4],

R[0,].

Entonces resulta

Sl £10e2) 1 .

5 = (u) cosv(u — x)du| dv.

o0

Existe una forma més simétrica de escribir la formula (2.27) usando expo-
nenciales. Es el siguiente resultado.

Teorema 101 (Forma exponencial de la Integral de Fourier) Con las
condiciones del Teorema 100 se tiene

f(z+) -QF fla—) _ \/127/_:0 L/% /: f(t)emdtl erdw.  (2.28)

El Teorema 101 se debe interpretar de la siguiente forma: dada una funcion
f € R(IR) se obtiene la funcién

Flw) = ¢L2_7r /_ et (2.29)
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Ahora, se puede “recuperar’la funcién f (si cumple las condiciones dadas en
el teorema 100) mediante otra transformacién del mismo tipo. Precisamente

flat)+fl@=) 1 [T L
5 —\/%/Oo F(w)e™*dw.

Este proceso es especialmente importante. La primera de las dos operaciones
es la Transformacion de Fourier (ver la definicién 102). La segunda es la
Transformacion Inversa de Fourier (ver la definicién 103). Observar que
tienen aspectos muy parecidos. Solo se diferencian en el signo del exponente
en la funcién exponencial.

2.4. Transformaciones integrales

El planteamiento de la secién anterior conduce a una tipo de operacién
(lamada una transformacion T) sobre funciones que tiene unas aplicaciones
y consecuencias importantes: Un problema (una ecuacién diferencial, una
ecuacién en derivadas parciales,...) se “transforma”mediante 7 en un prob-
lema que, como se verd, es, en principio, mas facil de resolver. Obtenida la
solucién, mediante la transformacién inversa 7 —! se obtiene la del problema
primitivo. Este punto de vista se aplicara extensivamente en la seccién 3.9.1.
Conviene también observar lo que se dijo en el apartado 2.2.14 a propdsito
del tipo de transformacion que define el calculo de los coeficientes de Fourier
de una funcién periddica y sus aplicaciones a la resolucion de ecuaciones.

2.4.1. Forma general de una transformacion integral

Se analizé en el apartado 2.1.3 el comportamiento de las funciones definidas
como una integral paramétrica, digamos

F(y) == /If(:r,y)dx-

Hay muchas funciones de este tipo que presentan una estructura particular:
se proporciona una funcién de dos variable fija k(x,y) (llamada nicleo de la
transformacion) y entonces, dada una funcién f(z) se obtiene una funcién

g(y) como
o) i= [ K)o (2.30)
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Se define de esta forma un mecanismo que permite pasar de una funciéon f
a una funcion g, una transformacion de un espacio de funciones en otro, un
operador IC, que ademads es lineal, es decir K(af + Bg) = ak(f) + K (g).

Como ejemplo de un mecanismo de este tipo, considerar la funcién k
definida en el cuadrado [0, 1] x [0, 1] como

_J L siyz>u,
k:(x,y)—{()’ siy < x.

Es inmediato que, dada f continua en [0, 1], la funcién asociada mediante
la férmula (2.30) es precisamente su primitiva. Asi, en este ejemplo, K pasa
del espacio de las funciones continuas en [0, 1] al espacio de las funciones
derivables en [0, 1]. Esta transformacién posee una inversa, precisamente la
derivacion.

Se obtienen diversas transformaciones mediante distintos ntucleos. Las
mas usuales son las siguientes:

+oo
g(y) == Nir / e”™ f(z)dx (Transformada exponencial de Fourier)

+0o0
g(y) == / cosxyf(x)dx (Transformada coseno de Fourier)
0

g(y) == / +OO sinzy f(z)dx (Transformada seno de Fourier)
+o0
g(y) == Nt / e f(x (Transformada de Laplace)
g(y) = /0+00 2V f(z)dw (Transformada de Mellin)

Notas: Como ejemplo, la transformada de Mellin de la funcién exponen-
cial es simplemente la funcién Gamma de Euler. Las transformadas introduci-
das aqui son variantes de la Transformada de Fourier. Las transformaciones
seno y coseno seran estudiadas en la seccion 3.9.1.
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2.4.2. La Transformada de Fourier

Definicién 102 Dada una funcion f € R*(IR) se define su transformada
de Fourier F[f] como la funcion

Flfl(w) := \/% /_OO ft)e ™dt, w € IR.

Definicién 103 Dada una funcion g € R*(IR) se define su transformada
inversa de Fourier F~![g] como la funcién

Fgl(w) = \/L2_7r /_Oo g(t)e™dt, we R.

Notas:

1.

Observar que las anteriores definiciones tienen sentido, ya que si f €
R*(IR) y se toma w € IR, entonces |f(t).e”™!| = |f(t)], Vt € IR™, luego
la funcién t — f(t).e”™* es también de R*(IR). Andlogamente para la
transformada inversa.

Observar que la transformada de Fourier de una funcién es una nueva
funcion con valores complejos.

Que la transformada de Fourier y la transformada inversa de Fourier son
en cierto sentido operaciones inversas es lo que se indicoé con precisién
en el teorema 101.

Proposicién 104 (Propiedades de F) 1. F es una aplicacion lineal,

continua e inyectiva de R*(IR) en CylIR], donde R*(IR) estd dotado de
la norma || - ||1 y Co[IR] denota el espacio de las funciones continuas y
acotadas en IR que tienen limite cero en +00 y en —oo, dotado de la
norma ||gl|s := sup{|g(w)| : w € R}.

2. Sif € R*(IR) yty € R, se define g(t) := f(t—to) parat € IR. Entonces

Flgl(w) = ™ F[f](w), Yw € IR.

3. 81 f € R*(IR) y a € R, se define g(t) := f(at) para t € IR. Entonces

E),vweJR.
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4. Si f € R*(IR) ya € R, se define g(t) := €™ f(t) para t € IR. Entonces

Flgl(w) = F[fl(w —a), Yw € R.

5. Si f € R*(IR) es absolutamente continua 3 en todo intervalo finito de
IR y si su derivada es de R*(IR), entonces se tiene

Flf(w) = (iw) FLf)(w).

Mas generalmente: si f es una funcion que tiene derivada (k—1)—ésima
que es absolutamente continua en todo intervalo finito de IR, y de forma
que f, f', f",..., f® son funciones de R*(IR), entonces se tiene

FLfP(w) = (iw)*F[f](w), Yw € R

6. Si f(x) yx.f(x) son funciones de R*(IR), entonces la transformada de
Fourier F[f] de f es derivable, y se tiene

F[fl(w) = Fl—itf(#)](w), YVw € R.

Mds generalmente, si las funciones f, tf, t2f,..., t*f son de R*(IR),
entonces F[f] es p veces derivable, y se tiene

FOf(w) = Fl(=it) f (1)) (w).
Notas:

1. La afirmacion 2 en la proposicion 104 dice, de forma un tanto impre-
cisa, que cuanto mas grados de derivabilidad tenga una funcién, mas
rapidamente su transformada tiende a cero en el infinito. Asi, en las
condiciones de 2,

[ FLA W) (w)]

jw[*

[ FL(w)] =

Y

luego | F[f](w)| tiende a cero cuando |w| — oo mas deprisa que 1/|w|*
si f es derivable hasta el orden k (siendo las derivadas integrables).

3Una funcién f se dice que es absolutamente continua cuando dado € > 0 existe § > 0
tal que si {[a;,b;], i = 1,2,...,n} es una familia finita de intervalos disjuntos con suma
de longitudes menor que 8, entonces > ., |f(b;) — f(a;)] < e.
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2. Reciprocamente, de 3 se deduce que cuanto mas rapidamente f tienda
a cero en el infinito, entonces mas veces sera F|f] derivable.

Estas afirmaciones hacen conveniente definir una clase de funciones que
es estable por la transformacion de Fourier, es decir, que al aplicar F se
obtienen funciones de la misma clase:

Definicién 105 S, denota las funciones reales f definidas en IR, que tienen
derivadas de todos los drdenes, y para las que para cada p,q € INU{0} existe
una constante Cp,, > 0 (que depende de f) de modo que

(P f9O ()] < Cpy, VEE R

Las funciones de esta clase se dice que son infinitamente derivables y de
decrecimiento rapido.

Proposicion 106 La tranformacion de Fourier F es una biyeccion de Soo
sobre 8.

2.4.3. Transformacién de Fourier y convoluciones

Hay un tipo especial de transformacién integral en la que el nicleo k(zx, y)
depende sélo de la diferencia z — y.

Definicién 107 Dadas dos funciones f y g en R*(IR), absolutamente inte-
grables, sea D el conjunto de valores x € IR para los que existe

h(z) = \/LQ_W/_ T Pl — bt

La funcion h asi definida en D se llama la convolucién de f y g, y se denota
por fxg.

Notas: se puede dar una interpretacion fisica de esta operacién. Supon-
gamos un dispositivo eléctrico con dos bornes de entrada y dos de salida.
Se introduce un tren de impulsos de altura 1, espaciados en el tiempo en
intervalos de longitud 27. El dispositivo produce una respuesta que viene
representada por la funcion g.

Se sabe que el dispositivo es lineal, es decir, a una funcién entrada doble,
por ejemplo, corresponde una funcion salida doble. A la suma de dos fun-
ciones entrada corresponde la suma de las funciones salida.
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2.4.3 Transformacién de Fourier y convoluciones

1 L L L L L

X

Figura 2.1: Funcién impulso y respuesta

Se introduce ahora una funciéon impulso desplazada t en el tiempo. Resulta
como funcién salida precisamente g(z —t). Se supone ahora que se introduce
una funcion arbitraria f en la entrada.

Se puede considerar f como una superposicion de funciones impulso de
altura f(t), separadas a una distancia 27. Una de esas funciones impulso seria
la representada en la figura 2.2. Por tanto, el resultado de ella es f(¢).g(x —1t)
y el de f la “suma”de todos esos resultados, es decir, la integral

2

f(t).g(x —t)dt = [ * g(z).

0

Este, salvo una constante, es el significado de la convolucién (esta vez en un
intervalo finito).

No siempre existe la convolucién de dos funciones, aunque ambas sean
integrables. Un ejemplo inmediato estd dado por las dos funciones

1 1

= %, g(t) == ﬁ

Su convolucién no estd definida en z = 1.

Teorema 108 (Propiedades de fxg) 1) Dadas dos funciones f y g
en R*(IR), si alguna de las dos estd acotada, entonces existe f * g en
todo punto y es una funcion acotada. Sti, adicionalmente, la funcion
acotada es continua, entonces f*g es una funcion continua en R*(IR).
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g % I I

0 2% 41 o1 X
| “r
0 2% 41 on X

Figura 2.2: Una funcién general

2) La convolucion, cuando existe, es una operacion conmutativa.

3) Si f y g son de cuadrado integrable, entonces existe f * g en todo IR y
es una funcion acotada.

4) Con las condiciones dadas en 1), es decir, al menos una de las dos
funciones acotada y continua, entonces

FIf =gl = F[f]-Flgl.

Una tabla de transformadas de Fourier

N | f(z) (=0 fuera del intervalo dado) Flf)(w)

1 ¢, r € la,b] %(eiwa )

2.4.4. Algunas aplicaciones de la Transformada de Fou-
rier

La aplicacién de la transformacion de Fourier a la solucion de las ecua-
ciones diferenciales se basa en que convierte la derivacién en la multiplicacion
por la variable independiente y por i. De esa forma, gracias a la linealidad,
una ecuacion diferencial lineal se convierte en una ecuacion algebraica. Pre-
cisamente, si se quiere resolver la ecuacién diferencial lineal con coeficientes
constantes, problema que ha sido tratado en la subseccion 2.2.13 mediante el
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2.4.4 Algunas aplicaciones de la Transformada de Fourier

uso de las series de Fourier, se puede ahora aplicar el método de las Trans-
formada de Fourier:

v (@) + ary" V(@) + -+ anay (@) + any(x) = ¢(2),
basta aplicar F a ambos lados para obtener
(iw)" Fly)(w) + a1 (iw)"  Fly](w) + ...
o 1 (W) Flyl(w) + an Fly)(w) =
= Flyl(w){(iw)" + a1 (iw)" ™" + ... + a,} = Fg](w),

de donde se puede obtener la solucién F|y| en cualquier punto y luego recu-
perar la solucién buscada y(z) mediante inversién. Precisamente,

Flyl(w) = Flgl(w)Y (iw),

donde
1
a2+ +a,

Si los ceros del polinomio caracteristico 2™ + a;2" ' + ... + a, son by (con

Y(z2):=

orden de multiplicidad pg), k = 1,2,...,m, entonces
1 c1 Crm
Y(z)= = et —
e ey TSN Py il TR pepny

Si b es un numero complejo con parte real negativa se tiene que

o1 { k! ] 0 :{ V2rtkRel  sit >0,

(tw — b)F+1 0, sit <0.
Asi, si denotamos gy, := F ! [m} k=1,2,...,m, se tiene

Fly(w) = Flg] (w)Y (i) =
= Flol(w)Flergr + - . + cmgm](w) = Flo * (c191 + - . . + cmgm)] (W),
en virtud de 4) en el Teorema 108. Asi, resulta
y=0¢*(c191+ ...+ CmGm)-

Sin embargo este procedimiento no es muy interesante pues, en primer
lugar, la resolucién de una ecuacién diferencial lineal con coeficientes con-
stantes no ofrece mucha dificultad mediante los procedimientos usuales y en
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segundo lugar, para aplicar las técnicas de la transformada de Fourier se re-
quiere que la funcién y(z) se suponga definida e integrable en toda la recta,
lo que en general no es cierto.

Mas interés ofrece la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales por
este método. Un tratamiento sistematico de las mismas se hara en el Capitulo
3. Sin embargo, en este momento se puede tratar de forma simple un problema
a modo de ejemplo: considérese la ecuacién del calor (ver el apartado 3.2.2),
en la que wu(z,t) representa la temperatura de un punto x de una varilla
(que se supone infinita) en el instante ¢. Estd representada por la siguiente
ecuacion:

ou(z,t)  *u(x,t)
ot 022

(2.31)

y se supone que la condicién inicial (la temperatura de la varilla en el in-
stante t = 0) estd dada por la funcién wug(z). Se supone sobre la solucién
las condiciones adecuadas para poder aplicar la transformada de Fourier a
ambos lados considerando en primer lugar que ¢ es fijo y, por tanto, que la
ecuacién (2.31) es de una funcién de x. Se obtiene

Fliaal 0)(0) = ~0*Flu(z, D](0) =
= Flu(e, 0)(v) = o Flu(e 0](0).

Denotando g(v,t) := Flu(x,t)](v), se tiene

gt(va t) = —U2g(1}, t)a

que es una ecuacién diferencial ordinaria en la variable ¢ si se considera
ahora v fijo. La condicién inicial que debe verificar es g,(v) = Flug(z)](v)].
La solucién es g(v,t) = go(v).e~¥"*. Basta ahora encontrar la transformacion
inversa de esta funcion para obtener la solucién del problema planteado. En
el apartado 3.9.1 se proporcionaran otras aplicaciones de la Transformada de
Fourier a la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales.
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2.4.5 Transformada de Laplace

2.4.5. Transformada de Laplace
Definicién

Las aplicaciones de la transformada de Fourier estan limitadas por el
hecho de que sélo actia sobre funciones de R([R). En muchas circunstan-
cias es necesario realizar transformaciones de funciones que quizas no sean
integrables. Para incluir posibilidades de este tipo se considera la situacién
siguiente:

Sea f: IR — IR con la propiedad

(@) < Cer, x>0,

{ f(x)=0, x <0, (2.32)
donde ag y C son ciertas constantes reales. Sea z := a + bi un nimero
complejo. Se tiene

|f(2).e7%| < C.e®® 9% = C et (2.33)

Si se supone ag < a, la dltima funcién de la ecuacién (2.33) es absolutamente
integrable, y asi lo es f(z).e”*. Introducimos la siguiente

Definicién 109 Sea f : R — R una funcion que satisface las condiciones
(2.32). Se define la Transformada de Laplace de f como la funcidn de varia-
ble compleja definida en Re z > ay por

L)) = VIRF @) b) = [ fa)ewdr,

0

donde z = a + bi.

Por tanto, si se dan las condiciones del Teorema de la Integral de Fourier
101, se tendra

—azr __ L oo r)e ei 'z
Fla)e™ = <= / @ e,

y asi,
1 [t

flx) = o L[f1(z)e*db.

2 J_o

71



Andlisis de Fourier

Resulta que L[f] es una funcién de variable compleja definida y derivable en
Re z > ag. La transformacién inversa actia sobre funciones derivables ¢ de
variable compleja definidas en Rez > ag y es

L)) = — / T ),

2mi a—100

siendo Re z = a > ag, donde la anterior integral debe entenderse como una
integral de una funciéon de variable compleja a lo largo de una trayectoria,
precisamente cualquier recta b — a + bi, b € R, siendo a > ag una cierta
constante. Asi, si f cumple las condiciones (2.32) asi como las condiciones
del Teorema de la Integral de Fourier 101, se tendra

fla) = —— / T L) e (2.34)

271 Jy—ioo

Propiedades

Las propiedades més importantes tienen que ver con la forma como la
transformada de Laplace actia sobre derivadas de funciones. Precisamente,
supongamos que fy f ' satisfagan las condiciones (2.32). Entonces, integran-
do por partes,

LIf '1(2) = = f(0) + 2L[f](2)

En el caso en que las funciones f, f/, f”, ..., f™ satisfagan las condiciones
(2.32), se tiene, ademas,

L[f ")(z) = —f "(0) = 2£(0) + 2°L[f](=),

LIF™)(2) = —fr=D(0) — 2f™2(0) — ... — 2" £(0) + 2"L[f](2).

Aplicacion a la resolucion de ecuaciones diferenciales

Se considera una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes
any™ + an_1y™ Y 4+ ary + agy = f(2), (2.35)
y se busca una solucién que satisfaga las siguientes condiciones iniciales:
y(0) = o, ¥ '(0) =1, ¥ "(0) =g, ,y""V(0) = g1
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2.4.5 Transformada de Laplace

Aplicando la transformada de Laplace a ambos miembros, y teniendo en
cuenta que L es lineal y se satisfacen las propiedades listadas en el apartado
anterior, se tiene

an[2"Ly)(z) =y (0) — 2y (0) — ... — 2"y (0))+
Fan [ LYl (2) =y (0) = 2y (0) — .. = 2Py (0)] +
+ .+ ar[zLY](2) — y(0)] + aoLly](z) =
= P(2)L[yl(2) + Q(2) = L[f](2),

donde P(2) = a,2" + an_12" '+ ...+ a12 + ag y Q es un cierto polinomio
en la variable z. Resulta
LIf1(z) — Q(z)

P(2) '
Se supone que la funcién f satisface las condiciones (2.32), por lo que la
funcién L]f](z) esta definida en un semiplano Re z > ay. Basta ahora tomar
ag suficientemente grande para que los ceros del polinomio P estén en el

semiplano Re z < agp, con lo que el denominador de (2.36) no se anula. La
funcion solucién y se obtiene aplicando la transformada inversa de Laplace a

Lly]:
) = ]' /‘aJF'iOO ;C[f](Z)—Q<Z)ezde (2 37)
y(r) = 2mi J, P(z) ’ '

Lyl(z) =

(2.36)

—100
siendo a = Re z > ay.

Se supone ahora, como caso particular, que y(0) = ¢/(0) = ... = y"(0).
Entonces, el polinomio @) en la expresién (2.36) es idénticamente nulo, y
resulta

a+100 >
o) = g [ ) e

B 271
1 a+100 ezx —+o00

= — _— —SZd d =
2m’/a P(z) { , e } .

—100

_ L { / " %dz} s = o | G =) p)ds,

2mi Jo —ico

donde se define

Glz) = / o (2.38)

funciéon que recibe el nombre de Funcion de Green asociada al problema
(2.35).

—1300
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Capitulo 3
Ecuaciones en Derivadas
Parciales

3.1. Conceptos basicos

3.1.1. Definiciones

Una ecuacion en derivadas parciales es una relacion entre una funcion
u(z,y, ...) de varias variables y sus derivadas parciales (que se denotaran u,,
Ugg, Uy, Ugy, - . .), de la forma

fx,y, o U Uy, Uy, oo Uy, Ugy, .. .) =0 [EDP].

En general, f es una funcién definida en un cierto dominio Dy del espacio
R™.

Denotaremos abreviadamente por FDP al término ecuacion en derivadas
parciales. Se llama solucidn de una EDP a una funcién u(zx,y,...) definida
en cierto dominio D de IR" de modo que, sustituida en la EDP, convierta
esta ecuacion en una identidad sea cual sea el punto (z,y,...) € D. Se llama
orden de una ecuacion al mayor orden de derivacién que aparece en la EDP.

Una EDP se dice que es lineal cuando f lo es en la funcién u y en todas
su derivadas parciales. En otro caso se dice que es no lineal. Una EDP se dice
que es cuasilineal cuando es lineal en las derivadas parciales de mayor orden.
Por ejemplo, el aspecto general de una EDP lineal de segundo orden en las
variables x1,...,x, es

i=1

2,j=1
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Ecuaciones en Derivadas Parciales

donde A;;, B;, F'y G son funciones de las variables z;, ..., z,, pero no de la
funcién u o de sus derivadas parciales. Si G = 0 se dice que es homogénea, y
en otro caso no homogénea.

Notas:

1. Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n tiene como solucion una
familia de funciones que depende de n constantes arbitrarias. En una
EDP, la solucién es una familia de funciones que depende de funciones

arbitrarias, por lo que el problema de encontrar una solucién particular
puede ser tan complicado o mas que el de encontrar la solucién general.

2. Otra diferencia es que en las ecuaciones diferenciales lineales ordinarias
de orden n basta conocer n soluciones linealmente independientes para
formar la solucién general, mientras que el las EDP lineales quizas el
espacio de soluciones sea de dimensién infinita.

3.1.2. Formulacién de un problema mediante una EDP

Un problema de la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales con-
siste en encontrar una funcién u que sea solucion de una EDP y de unas
condiciones iniciales (CI) o condiciones de frontera (CF) dadas. Se dice que
el problema esta bien formulado cuando

1. existe al menos una solucion,
2. existe a lo mas una solucioén,

3. la soluciéon depende de forma continua de los datos.

3.1.3. El principio de superposicion para EDP lineales

Sea el siguiente problema lineal:

Problema P

Lu)=G
Ml(u) =0
Ms(u) = go
My (u) = gn
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3.2 Modelos matematicos

donde las ecuaciones M;(u) = ¢gi,..., M,(u) = g, representan condiciones
iniciales (CI) o de frontera (CF), y L es un operador diferencial en derivadas
parciales (por ejemplo, para la ecuacién dada en (3.1), el operador diferencial
. n 2 n

lineal es L = > 71" Aij%mj + >0 Bi% + F = G). Se definen (n + 1)
problemas asociados dados por

Problema 0 Problema 1l ... Problema n
Ml('u,o) =0 Ml(ul) =4q1 ... M1<Un) =0

Entonces u := ug+u; +us+. .. +u, es solucién del problema P. La forma de
tratar cada uno de los problemas (1) al (n) es la siguiente: Tratamiento del
problema (i): Sean ¢1, g, ..., ¢y, .., soluciones de L(u;) = 0, M;(u;) = 0,
Mg(uz) = 0,..., Mi_l(ui) = 0, Mi+1(ui) = 07..., Mn(ul) =0. Se supone ademas
que g; = et M;(p1) + coMi(d2) + ... + cnM;i(pp) + . ... Entonces

U; ::Cl¢1+02¢2+~~+cn¢n+"‘

es solucién del problema (7).

3.2. Modelos matematicos de ciertos proble-
mas
fisicos

3.2.1. La ecuacion de ondas

El problema de la cuerda vibrante

Introduccién. Uno de los problemas més importantes de las matematicas
aplicadas es la modelizacién y solucién del movimiento vibratorio de una
cuerda tensa. Su sencillez y su ubicuidad (la misma ecuacién describe este
fenémeno fisico, la vibracién longitudinal de un rodillo delgado o la transver-
sal de una viga) lo hacen uno de los ejemplos tipicos y més interesantes de
la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales.

En esta seccion se determinara la ecuacién del movimiento a partir de con-
sideraciones fisicas realizadas sobre una simplificaciéon del problema. Como
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Ecuaciones en Derivadas Parciales

todo modelo matematico, presenta una visién esquematica, pero operativa,
de un problema real y, lo més interesante, produce una soluciéon que luego
puede ser contrastada con la realidad, proporcionando una alta concordancia
con los resultados de los experimentos.

Requerimientos previos y notaciones. Los conceptos matematicos
usados son muy pocos: la definicion de derivada de una funcién asi como de
derivada parcial de una funcion de varias variables, junto con su significado
geométrico. Se debera recordar que, para angulos pequenos, el valor del seno
es muy préoximo al de la tangente. Los conceptos fisicos requeridos son el de
velocidad, aceleracién y densidad lineal. Se debe recordar la formulacién de
la segunda ley de Newton del movimiento (la fuerza ejercida sobre un cuerpo
es igual a su masa por la aceleracién que adquiere).

Las notaciones usadas son las usuales: dada una funcién u de varias vari-
ables, se denotara por u, la derivada parcial respecto a la variable x, u,, la
derivada parcial de segundo orden respecto a la variable x, y andlogamente
para otras variables. El significado de otras notaciones usadas sera indicado
a lo largo del texto.

Construccion del modelo. El objeto fisico es una cuerda de longitud
[ fija en sus extremos, sometida a cierta tensién, que se desplaza més alla de
su posicion de equilibrio y luego se suelta. Se pretende conocer la posicién de
cualquier punto de la cuerda en cada instante a partir del momento en que
se suelta.

Comenzamos por realizar una serie de simplificaciones del problema:

1. Se supone que el desplazamiento inicial se realiza en un plano que con-
tiene al segmento rectilineo entre los dos puntos. Es previsible entonces
que la cuerda se mueva en ese plano. El problema queda, pues, reducido
a uno bidimensional. Serd suficiente decir a qué distancia de la recta
de reposo se encuentra cada uno de los puntos de la cuerda (puntos
descritos por una coordenada z € [0,!]) en el instante ¢ > 0, distancia
dada por el valor u(x,t) de una funcién

w: [0,1] x [0, +oo[— IR.

La incognita del problema es, entonces, no un ntimero, sino una funcion
u como la anterior.

78



3.2.1 La ecuacion de ondas

2. Consideraciones fisicas naturales exigen que la solucién sea, al menos,
una funcién continua: no se esta analizando la posibilidad de una rup-
tura de la cuerda y no es aceptable que a lo largo del tiempo se pro-
duzcan saltos en la posicion de la misma.

3. La cuerda es flexible (se puede deformar) y eléstica (tiende a volver a la
posicién de equilibrio), asi como que la tensién de la cuerda se produce
siempre en la direccién tangente a la curva que describe la forma de la
cuerda en cada punto y en cada momento.

4. La cuerda es homogénea, de forma que las deformaciones se producen
por igual en toda su extension, y asi la tension es constante a lo largo
de la misma.

5. Se desprecia el peso de la cuerda. Al menos, se supone que no es signi-
ficativo respecto a la tension.

6. No se aceptan deformaciones importantes respecto a la posicién de
equilibrio. Fisicamente, se estd pensando mas en la cuerda tensada de
una guitarra o de un piano, antes que en la cuerda utilizada por unos
ninos saltando.

7. Relacionado con lo anterior, se permite sélo que la pendiente respecto a
la horizontal en cada punto sea pequena. No es tolerable que la cuerda
presente, en su posicién inicial o en sucesivos momentos, picos.

Ecuacién del movimiento. El movimiento de la cuerda es soluciéon de
la siguiente ecuacién, llamada ecuacion de ondas unidimensional:

Uy = *Ug,, donde ¢ = ;,

siendo T la tensién de la cuerda y p su densidad lineal. Si actia una fuerza
externa f obtenemos:

Ut = gy + i, donde ¢ = —.
P

Obtencién de la ecuacién del movimiento. Se considera un frag-
mento de la cuerda como en la Figura 3.1. Aqui, la tensién es T'. Interesa
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e

o

T

x X+AX

Figura 3.1: Un fragmento de la cuerda

solamente la componente vertical de la tensién, pues es la tinica que influye
sobre el desplazamiento vertical. La fuerza vertical que se ejerce sobre el
fragmento de cuerda es, pues,

T'sin § — T sin a.

Denotamos por p la densidad lineal de la cuerda, por AS la longitud del
arco. La segunda ley de Newton asegura que la fuerza vertical ejercida sobre
el fragmento de cuerda es igual a la masa del mismo por su aceleracion, que
es uy. Se tiene, pues,

Tsin 8 —Tsina = p.As.uy. (3.2)

Las simplificaciones hechas permiten trabajar con la siguiente aproximacion:
la longitud As del fragmento se substituye por Az (gracias al pequenio valor
de la pendiente), y el seno de un dngulo como « o 3 por su tangente (gracias,
ota vez, a que los dngulos son pequenos), con lo que se obtiene

Ax

tan 8 — tana = [

Se sabe que tan a = u,|, (con esta notacion se quiere indicar el resultado de
calcular la derivada respecto a x de la funcion u, evaluada en el punto de
abcisa z) y, andlogamente, tan f = u,|,1a, (todo ello en un cierto valor de
t > 0). Resulta

_[ux|a:+Aa: - uxlx] - Butt~
Ax T
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Se hace ahora Az — 0 (por cierto, a medida que Ax sea més pequeno las
aproximaciones realizadas son més exactas). Obsérvese que el primer miem-
bro tiende a la derivada de segundo orden de la funcién u respecto de la
variable x, calculada en el punto (x,t). Se obtiene

Ut = Uy, (3.3)

donde ¢® = T'/p. Se obtiene la llamada ecuacion unidimensional de la cuerda
o ecuacton unidimensional de onda.

Si existe una fuerza adicional f que se ejerce sobre la unidad de longitud
de la cuerda (fuerza que podria ser, por ejemplo, la de gravitacién, o una
presion ejercida sobre la cuerda, o la de resistencia al movimiento si este se
realiza en un medio viscoso), la ecuacién (3.2) se convierte en

fAs+Tsinf —Tsina = p.As.uy

y el mismo procedimiento anterior produce la ecuacion unidimensional de
onda con movimiento forzado:

Ut = CQchc + ia (34)
p

Algunas consideraciones adicionales. De momento, sélo nos hemos
preocupado por el establecimiento de la ecuacién del movimiento. La solucién
matematica del problema fisico real requiere, por supuesto, precisar ciertas
condiciones iniciales (como, por ejemplo, la posicién inicial de la cuerda y su
velocidad inicial) y condiciones de contorno (como, por ejemplo, el hecho de
que los extremos estén fijos, o que, siendo variables, la pendiente de la curva
en ellos sea horizontal).

Conviene, sin embargo, deslindar el establecimiento de las ecuaciones del
movimiento (3.3) y (3.4) de estas posibles consideraciones adicionales. Se
podria, por ejemplo, prescindir de la exigencia de que los extremos estén
fijos (nada de esto aparece en la forma de obtener la ecuacién) o de que la
cuerda tenga una longitud finita.

Las condiciones iniciales se establecen diciendo a) cuél es el desplazamien-
to en el instante t = 0, lo que se indica proporcionando una funcién

g:10,l] = IR,
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y exigiendo que u(z,0) = g(x), x € [0,1]. La funcién g seré continua, y para
que las consideraciones realizadas anteriormente sean aplicables, deberia ten-
er un tipo de restricciones adecuadas que el lector puede deducir de lo dicho
anteriormente, como que no se aparte mucho de la posiciéon de equilibrio, o
que las pendientes no sean importantes, etc. y b) cudl es la velocidad inicial
de la cuerda, proporcionando la funciéon

h:[0,1] — IR,

y exigiendo que du/0x(x,0) = h(z). Restricciones adecuadas sobre la funcién
h seran necesarias.

Las condiciones de contorno pueden concretarse exigiendo que la solucion
u que se obtenga verifique u(0,t) = u(l,t) = 0 para cualquier ¢t > 0, es decir,
que mantenga fijos los extremos de la cuerda a lo largo del tiempo, o, por
ejemplo, que Ju/0x(0,t) = du/0x(l,t) =0, t > 0.

Cuestionario de autoevaluacién.

1. Dibujar una grafica que represente la posicién inicial g de una cuerda
extendida entre los puntos de abcisa 0 y 1 donde g esta dada por alguna
de las siguientes funciones (k es una constante):

a) g(z) :=kx(l — )
b) g(x) := ksin2nx
¢) g(z) = k(x — 23)
d) g(x) = k(z? — z%).
e) g(r) := ksin® .
1) 9l@) = h(a® — 2%).

2. Suponer que la cuerda se mueve en un medio viscoso. Se acepta que
la fuerza de resistencia al movimiento es proporcional a la velocidad.
Establecer la ecuacion del movimiento.

3. Suponer ahora que la fuerza de recuperacion de la cuerda (su tendencia
a volver a la posicién de equilibrio) es proporcional al desplazamiento
desde la posicién de equilibrio. Establecer la correspondiente ecuacién
del movimiento (Nota: la ecuacién resultante se llama ecuacion del
telégrafo).
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4. Considerar la vibracién transversal de una viga uniforme. El momento
M en un punto puede escribirse como

M = —ETu,,,

donde EI se llama la rigidez de flexion, E es el modulo de elasticidad,
I el momento de inercia de la seccion transversal. Deducir la ecuacion
del movimiento.

Soluciones al cuestionario.
1.
2.

2
Uyt + AU = C Upgy,

donde a es una constante.

2
Uy + auy + bu = c Uy,

donde a y b son constantes.

Uy + CQUx:va:J: = 07
donde ¢* = EI/pA, siendo p la densidad y A es el drea de la seccién
transversal de la viga.
La ecuacion de la membrana vibrante

Se hacen suposiciones analogas a las de la cuerda vibrante. La ecuacién
que gobierna el desplazamiento u(z,y,t) es

Uy = (Ugy + Uyy), donde ¢ = —.
p

siendo 7' la tensién por unidad de longitud y p la densidad de la unidad de
superficie. Si actiia una fuerza externa f obtenemos:

T
Uy = (Ugy + Uyy) + i, donde ¢ = —.
p p
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Transmision de ondas en un medio elastico

La correspondiente version tridimensional de las anteriores ecuaciones es
la siguiente: La vibracion se produce en un volumen. u(x, y, z, t) representa el
desplazamiento en la direccion x, v(z,y, z,t) en la direccién y y w(z,y, z, 1)
en la direccién z. Denotando u = (u, v, w), se tiene

(A =+ p).grad diva + pV*u = p.ug,

siendo p la densidad, A y p ciertas constantes asociadas al material.
Como casos particulares considérese

1. diva = 0. Entonces
Uy = CQVQU,
donde ¢ = y/pu/p es la velocidad de propagacién de la onda.

2. rotu = 0. Entonces
Uy = 02V2u,

siendo de nuevo ¢ = /(A + 2u)/p la velocidad de propagacién de la
onda.

3.2.2. La ecuacién del calor

Se considera un dominio D* acotado por una superficie B*. La funcién
u(z,y, z,t) denota la temperatura en un punto (z,y, z) en el instante t. La
ley de Fourier afirma que la transmisién de calor es proporcional al gradiente
de la temperatura. Estonces

v =—K.Vu,

donde K es una cierta constante llamada la conductividad térmica del cuerpo.
Dado un dominio D C D* acotado por una superficie B, la cantidad de calor
que abandona D por unidad de tiempo es

//B<V,n)ds,

siendo n el vector unitario normal a la superficie B. Aplicando el Teorema
de la Divergencia y utilizando la Ley de Fourier se obtiene

//B<v,n>ds: —K///D V2u drdydz.
84



3.2.3 La ecuaciéon de Laplace

Por otra parte, la cantidad de calor en D en un cierto instante es

/// o pu drdydz,
D

donde o es el calor especifico del cuerpo y p su densidad. La variaciéon de
calor en D con respecto al tiempo es, pues,

A o dain]

Identificando las anteriores ecuaciones y teniendo en cuenta que D C D* es
un volumen arbitrario, se obtiene

w, = kV?u,

donde k := K/(0.p), llamada la ecuacién del calor.

3.2.3. La ecuacion de Laplace

Se supone ahora dos masas m y M situadas en xq := (g, Yo, 20) y X :=
(x,y, z), respectivamente, sometidas a la atraccién mutua. La fuerza F que
se ejerce en x por unidad de masa es
—m[x — X

F=
[ — o[

(se toman las unidades de modo que la constante de gravitacién sea 1). Es
inmediato que existe una funcién escalar

m

oz, y, 2)

EEE
(lamada el potencial del campo gravitatorio) que verifica
Vo(x,y,z) =F.

Resulta que ¢(z,y, z) representa el trabajo realizado para traer una particula
de masa unidad desde el infinito hasta la posicién (z,y, z) contra el campo
gravitatorio.
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Cuando se trata del campo gravitatorio producido por un cuerpo D de
masa m, no necesariamente reducido a un punto, se obtienen relaciones sim-
ilares. Precisamente, el potencial es ahora

/// x07y0720 dxodyodZO,
I = xq|

donde p denota la densidad. El potencial ¢ satisface la ecuacion de Laplace:

V3p = 0.

3.3. EDP lineales de segundo orden. Formas
candnicas

3.3.1. Clasificacion

Una EDP lineal de segundo orden en n variables es de la forma
ZZAUU‘WEJ —i—ZBux + Fu=G, (3.5)
=1 j=1

donde A;; = Aj;, 4,7 =1,2,...,ny B;, IV, G son funciones de las variables

x1,...,T, definidas en cierto dominio.
El caso de dos variables x, y se reduce a

Augy + Bugy + Cuyy + Du, + Euy + Fu=G. (3.6)

Se supone que los coeficientes no se anulan simultdneamente, y que son fun-
ciones con derivadas parciales de segundo orden continuas.

Definicién 110 Una ecuacion como (5.6) se dice que es, en un punto (xo, yo),
1. hiperbdlica, si B*(z, yo) — 4A(z0, v0)-C(xo,y0) > 0,
2. parabdlica, si B*(xg,y0) — 4A(x0, y0).C(x0,%0) = 0,

3. eliptica, si B?(xg,yo) — 4A(z0, y0).C(xo, yo) < 0.
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3.3.2 Cambio de variable

3.3.2. Cambio de variable

Se trata de realizar un cambio de variables con jacobiano distinto de cero
de modo que una ecuacién general como (3.6) se convierta en una ecuacién
en una forma mas simple, llamada forma candnica.

Sean ¢ y n las nuevas variables. Sustituyendo en la ecuacién (3.6) se
obtiene una ecuacién del mismo tipo

A*uge + B ugy + C*uyy + D ue + E*uyy + Fu = G*. (3.7)
donde

A" = A& + B&E, + C€]

B* = 2A&,m, + B(&my, + &) +20€,m,
C* = A2 + By, + Cn?

D" = A&y + B&uy + C&yy + DE, + EE,

Er = Anmx + any + C'77yy + Dnm + E'f]y
F*=F

G* =G

Se observa que la forma general de la ecuacién no varia, asi como su caracter
tampoco, al ser

(B*)? — 4A*C* = J*(B* — 4AC),

siendo J el jacobiano de la transformacion.
Por comodidad, una ecuacién como (3.6) se escribird

Aty + Bugy + Cuy, = H. (3.8)
y la nueva ecuacién obtenida cambiando de variables
A*u§§ + B*u§n + C’*um] = H". (39)

El objetivo es conseguir que A* y C* sean cero, si fuera posible. Ob-
servar que esto conduce a dos ecuaciones del mismo tipo, que se expresan
genéricamente como

AC + B¢+ C¢ = 0. (3.10)

Sea ( una solucion de (3.10). Consideramos la ecuaciéon ((x,y) = k, siendo k
una constante arbitraria. Esto define, si se dan las condiciones del teorema
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de la funcién implicita, y como funcién de x en un entorno de zy. Esta curva
verifica
I _ _Cz

==

Sustituyendo en la ecuacién (3.10) se obtiene

Y

Ay =By )+C =0. (3.11)

Tiene dos soluciones, que representan dos ecuaciones diferenciales ordinarias,
llamadas ecuaciones caracteristicas:

, B+ VB?—1AC

A2
. B-+/BT_1AC
y' = 5 : (3.13)

Cada una de estas ecuaciones proporciona una familia de curvas solucion,
precisamente

{filz,y) =c1: ¢ € R},
{fQ(mvy) =Cy: Cg € ]R}

Las nuevas variables estan dadas por

3.3.3. Formas candnicas

Aplicando el anterior procedimiento a cada uno de los tipos de EDP
lineales de segundo orden en dos variables se obtiene
Caso hiperbdlico

Se trata del caso B2—4AC > 0. Se obtienen dos familias reales y distintas
de curvas caracteristicas. La ecuacién candnica, después de realizar el cambio
de variables indicado en (3.14), aparece como

uey = H(&,m, u, ug,uy) [primera forma canodnical. (3.16)
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3.4 El problema de Cauchy

Si se hace ahora el cambio de variable
a=E+n, =85,
se obtiene
Una — Ugp = H(a, B,u,uq,ug) [segunda forma canodnica]. (3.17)

Caso parabdlico

Se trata del caso B>—4AC = 0. Se obtiene una sola familia real { f(z,y) =
c : ¢ € IR"} de curvas caracteristicas. Se realiza el cambio de variables
¢ = f(x,y), n = g(x,y), siendo g una funcién arbitraria de modo que el
jacobiano de la transformacién no se anule. La ecuacion candnica, después
de realizar el cambio de variables, aparece como

Uge = H(gan7u7u£aun)> (318)

que también puede escribirse como w,, = H (&, n,u, ug, u,).

Caso eliptico

En este caso B? —4AC < 0. Las ecuaciones caracteristicas no son reales.
Aparecen dos soluciones complejas conjugadas. Se obtienen dos familias com-
plejas de curvas y se toma, como antes, £ y 77, ahora funciones complejas. Para
manejar funciones reales se realiza otro cambio de variables:

1 1
o= 5(5 +n), f:= 2—2.(5 — ).
La forma candnica es ahora

Uaa +uﬁﬁ = H(OZ,B,U,UO”UB). (319)

3.4. El problema de Cauchy

Dada una ecuacion de segundo orden
Aty + Bugy + Cuyy = F(x,y,u, g, uy), (3.20)
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donde A, B, C son funciones de (z,y), se proporciona una curva Lg en el
plano OXY y dos condiciones que debe verificar la solucién u a lo largo
de esa curva. Para formularlas adecuadamente, se considera que la curva L
esta dada paramétricamente mediante las ecuaciones

{ = wo(N),

Y= yo(N).

Se proporcionan ahora dos funciones f y g del parametro . El Problema
de Cauchy consiste en obtener una funcion u de las variables x e y, definida
en un entorno de la curva Ly, que sea solucién de la ecuacién (3.20), y que
satisfaga

u[zo(A), yo(N)] = f(N),
{ 9100 (0. 3o (V)] = g(n), D todo A (3:21)
ou

donde &= denota la derivada direccional de u en la direccién de un vector
unitario n a la curva Ly en un punto, vector que se supone a la izquierda de
la curva cuando ésta se recorre con valores crecientes del parametro.

Es conocido que al utilizar como parametro la longitud s de la curva, el

vector normal unitario esta dado por

no [ % dz
a ds’ ds )’

ou dy Ou dz Ou

— = (Vu,n) = e A e

on ds Ox ds Oy
Derivando respecto a A la primera de las ecuaciones en (3.21) resulta el
sistema en las incognitas g—z y g—z siguiente:

Entonces

ou d: Ou dyo __ /
o ax T oy ax =1 A
ox " ds

Oy ds

(donde las derivadas parciales estan evaluadas en los puntos (zo(\), yo(A)))-
Este sistema tiene solucién, pues su determinante es distinto de cero. Se
obtienen asi las derivadas parciales de u en los puntos de la curva L,. Para
obtener las derivadas parciales de segundo orden se calculan sus derivadas
respecto a A\ y se utiliza la (EDP), resultando el sistema en las incégnitas
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3.4.1 Aplicacién a la ecuaciéon unidimensional de ondas

0%y 9%u 9%u

902 m y 3_ 1gu1ente

(8_) 82_udx0+ 9%u_dyo
o 82 d\ Oxzdy dA

ou) _ 8%u dxo + 52 9%y dyo
Oy | — 0xdy d\ y? dX
2

X
0%u 9%u 92
A3 +B8m6y anij = F(z,y,u, uy,uy)

sistema que tiene solucién siempre que Lo no sea una curva caracteristica. El
proceso se puede continuar de modo que se obtengas las derivadas parciales
sucesivas de u y, por tanto, la expresion de la solucion u como suma de
su desarrollo de Taylor. Esto es lo que constituye el Teorema de Cauchy-
Kowalewsky.

3.4.1. Aplicacién a la ecuaciéon unidimensional de on-
das

El caso homogéneo sin condiciones de frontera
Considérese el siguiente problema de Cauchy:

Upp — gy = 0
u(z,0) = f(z) (3.22)
ut($a 0) = g(l’)

que representa el movimiento de una cuerda con desplazamiento inicial f y
velocidad inicial ¢g. Es un tipico problema de Cauchy, siendo la EDP una
ecuacién hiperbdlica. El método de las caracteristicas (es decir, la reduccién
a la forma candnica, ver la subseccién 3.3.2) proporciona las nuevas variables

£ =x+ct,
n:=x — ct.

La ecuacién canénica es ug, = 0, con solucién general {u(€,n) = ¢(&) +
w(n) : ¢, funciones arbitrarias}. En las variables originales, {u(z,t) =
oz + ct) + (x — ct) : ¢, funciones arbitrarias}. Particularizando al caso
de las condiciones dadas, la soluciéon de D’Alembert del problema de la cuerda
vibrante es

u(z,t) = =[f(z+ct) + f(x —ct)] + 1 /HC g(T)dr. (3.23)

2c ot

l\DI»—t
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El caso homogéneo con condiciones de frontera

Se supone ahora que la cuerda es finita extendida en [0, ]. Las ecuaciones

son
U — Uy = 0

u(z,0) = f(z)

u(,0) = g(x) (3.24)
u(0,t) =0

u(l,t) =0

El tratamiento es el mismo, haciendo una extension impar y 2[/-periédica de
las funciones f y ¢ al resto de la recta. La solucién de D’Alembert (3.23)
satisface también las condiciones de frontera.

El caso no homogéneo

Se trata ahora de un movimiento forzado. Las ecuaciones son

Ugp — gy = h* (2, 1)
u(z,0) = f(z) (3.25)
w(z,0) = g*(z)

Se hace el cambio de variable y = ¢t y se obtiene

Upy — Uyy = h(x,Y)
u(z,0) = f(x) (3.26)
uy(z,0) = g()

Si R denota el interior del triangulo de la Figura 3.2,

//R(um—uyy)dxdyz //R h(zy)dzdy.

Usando el Teorema de Green, resulta

(e, ) = g f el fe—ct)] 45 / ic o(r)dr—3 / /R h(ay)dady. (3.27)

3.5. EIl Método de Separaciéon de Variables

3.5.1. Preliminares

El Método de Separacion de Variables es uno de los primeros utilizados
en la solucién de ecuaciones en derivadas parciales, y es esencialmente debido
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3.5.2 Planteamiento.

(x.)

0 xvy x+y X

Figura 3.2: Tridngulo de integracion

a J. Bernouilli. Basicamente consiste en escribir la solucién de modo que sea
producto de una funciéon de x y de una de y, esperando que efectivamente la
solucion se comporte de esa forma. Muchas ecuaciones de la fisica matematica
tienen soluciones con esa propiedad, como veremos en los ejemplos.

3.5.2. Planteamiento.

Consideramos una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden, lin-
eal y homogénea, con coeficientes variables, escrita en forma candnica:

(T, Y) ey + (2, Y)uyy + d(z,y)uy + (2, y)uye + f(z,y)u =0.  (3.28)
Suponemos que la solucién u(z,y) puede escribirse de la forma
u(z,y) = X(x).Y(y), (3.29)

donde X es una funcion solo de la variable x, mientras que Y lo es, tan sélo,
de la variable .
Substituyendo en la ecuacién (3.28) se obtiene

aX"Y +cXY" 4+ dX'Y +eXY' + fXY = 0. (3.30)

Supongamos que sea posible encontrar una funcién p de las dos variables x
e y de modo que, al dividir la ecuacién (3.30), se obtenga

ar () X"Y + by (y) XYY"+
+as(2)X'Y + by(x) XY + [ag(x) + b3(y)]| XY = 0. (3.31)
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Basta ahora dividir la anterior ecuacion por XY para obtener

" X/ Y// Y/
G— + ao— +ag| =— |bj—+bo—+0 3.32
1X+2X+3} [1Y+2Y+3 (3.32)
El miembro de la izquierda es una funcion de la variable x, mientras que el
de la derecha lo es de la variable y. Los valores de x e y en principio son
arbitrarios. La anterior igualdad, valida para cualquier valor de x e y, sélo
puede darse si ambos lados de la misma son constantes. Obtenemos un par

de ecuaciones diferenciales ordinarias, precisamente
" !/

a1—+a2—+a3:)\,

X X
Y// Y/
b1? + bQ? —+ bg = —)\.
Finalmente se obtiene
alX” + GQX/ -+ (CL3 — )\)X = 0, (333)
biY" +bY' + (bs + \)Y = 0. (3.34)

Se trata, pues, de resolver dos EDO de segundo orden, lineales, con coefi-
cientes variables.

3.5.3. Algunas consideraciones sobre las condiciones
de contorno

Normalmente, en el tratamiento de las EDP’s consideradas, aparecen
condiciones formuladas de las maneras siguientes:

[u],_,, = @, Condicién de Dirichlet, (3.35)
[Us],—,, = B, Condicién de Neumann, (3.36)
[z + hul,_, ==, Condicién mixta. (3.37)

A la vista del apartado anterior, trataremos la posibilidad (no siempre con
éxito) de separar no sélo la funcién u, sino también las condiciones de con-
torno. Para lograrlo, en ciertos casos, serd conveniente usar un sistema de
coordenadas adecuado al problema (por ejemplo, si las condiciones de con-
torno se dan sobre la frontera de un paralelogramo, sera conveniente usar un
sistema cartesiano, mientras que si las condiciones se dan sobre la frontera
de un circulo, convendra usar coordenadas polares). Ademés, las condiciones
de contorno en, digamos, x(, deben contener las derivadas de u respecto a x,
tan solo, con coeficientes que dependan sélo de x.
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3.5.4. Problemas homogéneos

Un ejemplo ya tratado: La ecuacion de ondas unidimensional
La formulaciéon matematica es la siguiente (ver la seccion 3.4.1):

Ut — gy =0, 0< <, t>0,

(3.38)

uw(z,0) = f(x), 0<x<lI, (3.39)
w(x,0) =0, 0<x<I, (3.40)
u(0,t) =0, t>0, (3.41)

u(l,t) =0, t>0. (3.42)

Este problema fue tratado en su momento (ver la ecuacién 3.23) obteniéndose
la solucion de D’Alembert. Esta vez usaremos el Método de Separacién de
Variables: suponemos que la solucién w puede escribirse como U(z,t) =
X (z).T(t). Substituyendo en la EDP se obtiene, siguiendo las consideraciones
hechas en la seccion anterior,

X" —AX =0, (3.43)
T" — \*T = 0. (3.44)

Se obtiene, ademds, X (0) = 0, X(I) = 0. Es inmediato, usando en X" -\ X =
0 las condiciones dadas, que A < 0 para que exista solucion no trivial, con lo
que la solucién adopta la forma

X(z) = AcosV—Az + BsinvV—)\ z.
De nuevo usando las condiciones iniciales,
V=A=nt, n=12,...

Se obtiene una sucesion de valores propios

2
)\n::—<n77r) , n=1,2,...

y las correspondientes funciones propias

. onr
sin—z, n=12 ...
l b ) )
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Para esos valores propios se resuelve la ecuacién correspondiente a T', con lo
que se obtiene

T, (t) :C’ncos?t+DncosnTmt, n=12,...,

siendo C,, y D,, constantes arbitrarias, y las funciones

nww
—x, n=12,...

up(z,t) = X, () To(t) = (an cos =t + by, sin ?t) sin ;

l

satisfacen la EDP y las condiciones de contorno. Usando el principio de su-
perposicion, se forma una serie

u(z,t) = Z (an cos gt + b, sin mlrct) sin mlm:m (3.45)
n=1

Para que satisfaga las condiciones iniciales se debe verificar

u(z,0) = f(z) = niozlan sin #,
u(, an (mrc) sin nlﬂ

n=1

Asi, si f y g tienen extensiones impares y 2[-peridédicas que son desarrollables
en serie de Fourier, resulta

/ f(z)sin mdx

b, = % i g(x) sin n%dm

que, sustituidos en la ecuacién (3.45) hace que ésta sea la solucién del prob-
lema de la ecuacion de ondas unidimensional con las condiciones dadas.

La ecuacién del calor

Se trata de la difusion del calor en una varilla homogénea de longitud I,
cuyos extremos se mantienen a temperatura constante, y en la que existe una
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distribucién inicial de temperatura. Precisamente

U = kg, 0 <2<, t>0 (3.46)

u(0,t) =0 (3.47)

u(l,t) =0 (3.48)

u(z,0) = f(x). (3.49)

Se buscan soluciones u(x,t) = X (x)7T(t). Separando las ecuaciones y las

condiciones iniciales resulta
X" +a*’X =0, X(0) =0, X(I) =0.

asi como
T + o&*kT = 0.
Para la primera ecuacion se obtiene la sucesién de valores propios

™

a,=—,n=12,...
l
y de funciones propias
X, = aninwlﬂ, n=1,2,

siendo B, constantes arbitrarias. Resolviendo la ecuacién en T para esos
valores propios resulta

nm 2
T, = C’ne_(T) Mon=1,2...
De nuevo usando el método de superposicion,

- nr )2 nwT
=3 ape (F) *sin L _
u(z,t) ape VT T sin — (3.50)

n=1

Como u(x,0) = f(z) = > .7 ansin 7%, resulta

9
an = —/ f(z)sin @dx,
I Jo [
que, llevado a (3.50), proporciona la solucién.
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La ecuacion de Laplace

Como ejemplo, se considera la distribucion de temperatura en una placa
rectangular en el plano OXY, con los lados verticales aislados, el lado sobre
el eje OX a una temperatura dada f(z) y el lado paralelo a temperatura
constante 0 (se supone que se ha alcanzado una situacién estable con el
tiempo). Asi, si u(z,y) denota la temperatura en el punto (z,y), se tiene

Viu=0 0<z<a, 0<y<b,
u(,0) = f(z),

u(z,b) =0,

uz(0,9) =0, 0 <y <b,
uz(a,y) =0, 0 <y <b.

Se usa el Método de Separacién de Variables, escribiendo
u(z,y) = X(x).Y (y).
Se obtiene, después de sustituir en la EDP, las dos EDO

X"—-AX =0,
YY"+ MY =0,

donde A es una constante. Ademas, la separacion de las condiciones de con-
torno produce, para evitar la solucién trivial (que, si f no es idénticamente
nula, no es solucién), Y (b) = 0, X’(0) = X'(a). Necesariamente A < 0, luego
escribiremos A = —a? con a > 0.

La primera ecuacién proporciona la solucion general

X(x) = Acosax + Bsinax.

Usando las condiciones de contorno, « = (nw)/a, n = 0,1,2,..., y B =0,
luego
X(z) = Ancosw, n=0,1,2,...
a

Haciendo lo mismo con la segunda EDO, resulta, usando la condicién de
contorno,
Y(y) = Esinha(y —b).
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3.5.5 Problemas no homogéneos.

Por el Principio de Superposicién,

b . e¢]
u(z,y) = Ty% + [an Ccos nT:x sinh %(y - b)} :

n=1

Usando la condicién para y = 0,

a a

ao > nrx . . —nwb
f(z) = 53 + nz_:l [an cos sinh } :

que es la serie de Fourier de la extensiéon par y 2a—periddica de f. Por tanto,
los coeficientes vienen dados por

2 a
a =~ i f(z)dz,
2 @ nwr
ay, = f(z) cos —dx

3.5.5. Problemas no homogéneos.

En este capitulo hemos considerado problemas homogéneos. Ahora, en
esta seccidn, trataremos el caso de un problema no homogéneo, aunque un
estudio mas detallado se realizara posteriormente. Analizaremos una clase
importante de estos problemas, aquella en la que el término no homogéneo
depende sélo de la variable espacial:

Uy = gy + F(2),
u(z,0) = f(z), 0<z <],
w(z,0) = g(z), 0<z <,
u(0,t) = A, t>0,
u(l,t) =B, t>0.
La técnica consiste en escribir la soluciéon de modo que el problema pase a

ser uno de tipo homogéneo. Mas precisamente:
Se supone que la solucién puede escribirse como

u(z,t) =v(x,t) + U(x).
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Basta ahora substituir en la EDP para obtener
vy = (Ve + U") + F(2).
Se supone ahora que U es solucion de la EDO
U (x) + F(x) = 0.
Entonces, resulta que v satisface
Uy = Py,

es decir, una EDP homogénea. Las condiciones iniciales ahora se transforman
en

v(z,0) +U(z) = f(x),
vi(,0) = g(x),

v(0,t) + U(0) = A,
v(l,t)+U(l) = B.

Si suponemos, pues, que U es solucién de la siguiente EDO con condiciones
iniciales

AU (x) + F(z) =0,
U(0) = A,
U(l) = B

(solucién que consideramos a partir de este momento conocida, y, por cierto,
que tiene una expresion sencilla obtenida integrando dos veces la funcién
—(1/*)F y utilizando las condiciones de contorno dadas para obetner los
valores de las dos constantes que aparecen) entonces, finalmente, v debe ser
una solucion del siguiente problema homogéneo, que se resuelve usando las
técnicas desarrolladas en este mismo capitulo:

2

v(x,0) = f(z ) Uz )
vi(x,0) = g(x),

v(0,t) =0,

v(l,t) = 0.
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3.6 Transformada Finita de Fourier.

3.6. Transformada Finita de Fourier.

3.6.1. Introduccién.

La transformada finita de Fourier es una modificacién de las transfor-
madas seno y coseno de Fourier, definidas en la seccion 2.4; en aquel momen-
to se introdujeron ambas transformadas, casos particulares de la de Fourier.
Precisamente, dada una funcién integrable Lebesgue, la transformada seno
tenia como expresion

FSIf)(y) = / " sin(ay) f(2)d,

mientras que la transformada coseno era

+o0
FClf)(y) = / cos(ey) ().

Cuando se considera la funcién f definida en un intervalo finito, que, por
conveniencia se puede elegir [0, 7], y se considera que f es continua a trozos
en él, se obtiene (salvo un factor), las correspondientes transformadas finitas.
Exactamente

FFS|f)(y) = > / " sin(ay) f(z)dr,

7

FRCIfW) = 2 / " cos(ay) f(«)de.

Observar que la evaluacion de la transformada finita seno en los puntos y =
n, n = 1,2,... proporciona, precisamente, los coeficientes b,, de la serie de
Fourier de una funciéon f continua a trozos que sea impar y 2m-periddica .
Anélogamente, la evaluacion de la transformada finita coseno en los puntos
y = 0,1,2,... proporciona los coeficientes a,, de la serie de Fourier de una
funcién f continua a trozos que sea par y 2w-periddica.

Supongamos f integrable en [0, 7]. Consideremos su extension impar y
2m-perddica, denotada de la misma manera. Supongamos que f verifique
que, para un punto x, exista un entorno [z — 0,z + 0| donde se cumplan las
condiciones de Jordan o de Dini (ver las proposiciones 838 y 89) . Entonces se
puede escribir

flat) + fla—) _ N :
5 = ;F]:S[f](n) sin(nz).
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Anélogamente, si denotamos de nuevo por f su extension par y 2m-periddica,
y si f verifica, como antes, para un punto x las condiciones de Jordan o de
Dini en un entorno, se puede escribir

[(et) + fla=) _ FFCL)0)
2

5 + Z}'}"C[f](n) cos(nx).

Los siguientes resultados son inmediatos (y se demuestran, simplemente, uti-
lizando integracién por partes):

Teorema 111 Sea f una funcidn definida en un intervalo [0, 7|, con deriva-
da continua a trozos en ese intervalo. Entonces, se tiene

FFSIf(y) = = [f(x)sin(my)] — yFFCLI1(y),

™

FFCIf(y) = z [f(7) cos(my) — f(0)] + yFFS[f](y).

™

La aplicacion de estos resultados a la funcién derivada segunda proporciona

Corolario 112 Sea f una funcién definida en un intervalo [0, 7], con deriva-
da de sequndo orden continua a trozos en ese intervalo. Entonces, se tiene

FFS[f"(y) = % [f () sin(my) + yf(0) — yf(m) cos(my)] — y* FFS[f](y).

Obviamente, un resultado andlogo se puede formular para la transformada
finita coseno:

Corolario 113 Sea f una funcidén definida en un intervalo [0, 7], con deriva-
da de sequndo orden continua a trozos en ese intervalo. Entonces, se tiene

FFCL"(y) = % [f'(m) cos(my) — f'(0) +yf () sin(my)] — y* FFC[f](y)-

3.6.2. Aplicaciones.

Una aplicacién a la ecuacién de ondas unidimensional.

Daremos ahora una aplicacion a un problema de EDP: Se considera el
movimiento de una cuerda de longitud 7 debido a una fuerza que actia
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3.6.2 Aplicaciones.

sobre ella. Se supone que la cuerda estd fija en ambos extremos. La EDP que
modeliza el comportamiento de la cuerda es

Uy = gy + f(2,1), O0<z<T, t>0,

u(z,0) =0,
u(z,0) =0,
u(0,t) =0,
u(m,t) =0

Fijamos t y consideramos los términos de la ecuacién como funciones de z. Si
aplicamos la transformada finita seno a ambos lados de la EDP y tenemos en
cuenta que es un operador lineal, lo que es inmediato a partir de la definicién,
obtenemos, evaluando los resultados en y = n,

]—"]—'S[utt] (n) — CFFS[ug)(n) = FFS[f](n). (3.51)
Sea Uy, (t) := FFS[u =2 fo x,t)sin(nz)dz (recordar que se esta con-
siderando ¢ fijo). Es sencﬂlo ‘obtener las transformadas del primer miembro:
2 s
FFSluul(n) = —/ uge(x, t) sin(nx)der =
™ Jo
o |2 [ty = vzt
=— |- u(x,t)sin(nz)dx| =
at? | J ’ e
lo que es aceptable si u es una funcién que tiene derivada de segundo orden
continua respecto a t, de modo que se pueda derivar dentro de la integral

considerada como una integral paramétrica. Por otra parte, y aplicando el
Corolario 112,

FFS(tgz)(n) = 2[n.u((),t) — n.u(m, t) cos(nm)] — n.U,(t),

™

lo que, a la vista de las condiciones de contorno para u, se convierte en
FFS(uze)(n) = —n2.Uy,(2).

Por otra parte, denotamos como F' la transformada finita seno de f (siempre
considerada como una funcién de x, ya que hemos fijado t), es decir

F(y,t) == FFS|f / f(z,t)sin(zy)dz
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De esta forma, la ecuacién (3.51) resulta
U/ (t) + *n2U,(t) = F(n,t).

Esta es una EDO en la incégnita U, cuya resolucién puede hacerse por el
método de variacion de parametros a partir de la solucién de la correspondi-
ente ecuacion homogénea. Se obtiene

1 t
U,(t) = Acos(nct) + Bsin(nct) + — / F(n,7)sin(nc(t — 7))dr,
ne Jo
donde A y B son constantes arbitrarias. Es posible determinar el valor de
estas constantes, ya que los valores de U, en 0 y el de su derivada en 0 son
conocidos: precisamente

2 ™

Un(0) = —/ u(z,0) sin(nx)dz = 0,
T Jo
2 s

U (0) = —/ ug(x,0) sin(nx)dz = 0,
T Jo

en virtud de las condiciones iniciales que satisface u. Por tanto, se obtiene
1 t

Un(t) = —/ F(n,7)sin(nc(t — 7))dr.

ne J,

Recordando que las evaluaciones de la transformada finita seno de una fun-
cién impar y 27-periddica no son otra cosa que sus coeficientes de Fourier en
la serie en senos, obtenemos (de hecho, para la extension impar y 2r-periédica
de la funcién u como funcién de z)

nc

ZU sin(na) i {i /O tF(n,T) sin(ne(t — 7))dr | sin(na),

n=1
ya que es claro que la serie de Fourier de la funcién u como funcién de z
converge a u(x,t) en cada punto, al tener esta funcién derivada en cada
punto (respecto a x).

Una aplicacién a la ecuacién del calor unidimensional.

El problema consiste en calcular la distribucién de temperatura u(z,t)
en una varilla de longitud =, cuando se sabe que se genera calor dentro de
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3.6.2 Aplicaciones.

ella a un ritmo de g(x,t) por unidad de tiempo, asi como que los extremos
estan aislados y que la distribucion inicial de temperatura esta dada por una
funcién f(z). Por tanto,

Up = Uy + g(x,t), 0<z<m, t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<m,
0a(0,) = 0,

uz(m,t) = 0.

Se considera un valor fijo de ¢t. Sea U, (t) la transformada finita coseno de la
funcién u(x,t) como funcién de z, es decir,

7

Un(t) == FFClu](n) = > /0 " (s 1) cos(na)dz.

Aplicamos las transformada finita coseno a ambos lados de la EDP, y la
evaluamos en n. Se obtiene

FFClu](n) = FFCluge)(n) + FFClg](n). (3.52)

No es dificil calcular cada una de las transformadas que aparecen en esta
ecuacion:

™

FFClug)(n) = 2 /07r ug(x, t) cos(nzx)dx = U] (t),

en el caso, claro estd, que sea posible derivar la integral paramétrica que
define U,, lo cual esta asegurado ya que se supone que u tiene derivadas
parciales continuas. Usando el Corolario 113 obtenemos

FFClug)(n) =
= 2 {uy(m,t) cos(nm) — uy(0,t) + n.u(m, t) sin(nm)} — n2FFClu)(n).

Teniendo en cuenta las condiciones impuestas a u, resulta
FFClug)(n) = —nU,(t).

Por otra parte, denotamos la transformada finita coseno de g como G. Pre-
cisamente

G(n,t) == FFClg](n) = 2 /Owg(x,t) cos(nz)dx.

™
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La ecuacion (3.52) se convierte en
Ul (t) +n*U,(t) = G(n,t). (3.53)
Esta es una EDO lineal de primer orden. Las soluciones son
t 2 2
Un(t) = / D) G, 7V dr + Ae—,
0
donde A es una constante arbitraria. Es posible determinar esta constante,

ya que es inmediato que

Un(0) = 2 /7r (x,0) cos(nz) / f(z) cos(nz)dx = A,
0

™

(por cierto, éste es el coeficiente de Fourier a, de la extensién par y 2m-
periddica de f), luego resulta

Un(t) :/0 e NG, T)dT + (%/0 f(z) cos(nx)dm) et

Por tanto, la solucién buscada (o, més bien, su extensién par y 2m-periddica)
es

u(z, —i— ZU cos(nx)

donde la funcién U, estda dada arriba.

3.7. Problemas de valores propios para ecua-
ciones diferenciales ordinarias

3.7.1. Sistemas de Sturm-Liouville.

Las ecuaciones en derivadas parciales estudiadas en las secciones ante-
riores poe el Método de Separacion de Variables dieron lugar a ecuaciones
diferenciales ordinarias de la forma

d*u du

c1(z )@%— ca(x )%—F les(z) + Nu = 0. (3.54)
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3.7.1 Sistemas de Sturm-Liouville.

Consideramos las funciones

2 4o c 1
ple) =l 5 g(@) = 2p, sl@) = —p, (3.55)

Utilizando estas funciones, la ecuacion (3.54) se puede escribir

d du
Iz (p%) + [q + Asju =0, (3.56)

conocida como FEcuacion de Sturm-Liouville. Para simplificar la escritura,
introducimos el operador diferencial L definido como

d d
L:=—|p— :
dx (pdx) T4

La ecuacion (3.56) puede, entonces, ser escrita en la forma
Llu] + As(z)u = 0. (3.57)

Se supone que A es un parametro independiente de z, y p, ¢ y s son fun-
ciones de una variable, de modo que ¢ y s son continuas y p continuamente
diferenciable en un intervalo [a, b].

La ecuacién de Sturm-Liouville se llama regular en el intervalo [a, b] cuan-
do las funciones p y s son positivas en el intervalo [a, b]. Cuando el intervalo
no es acotado o cuando p o s se anula en un extremo o en ambos de un
intervalo finito, la ecuacion se llama singular.

La ecuacién de Sturm-Liouville, junto con las condiciones en los extremos
dadas de forma separada

aju(a) + agu’(a) = 0,
biu(b) + beu'(b) = 0,

siendo a1, as, by y by niimeros reales, se llama el Sistema de Sturm-Liouville,
o bien el Problema de Sturm-Liouville. Los valores de A para los cuales el
sistema de Sturm-Liouville tiene soluciones no triviales se llaman walores
propios, mientras que las correspondientes soluciones se llaman funciones
propias. El conjunto de valores propios asociados a un sistema regular de
Sturm-Liouville se llama el espectro del sistema.
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En el caso en que p(a) = p(b) aparece un tipo de sistema de Sturm-
Liouville en el que es posible establecer condiciones peridédicas en los extremos
de la forma

La ecuacion de Sturm-Liouville, junto con las condiciones periddicas en los
extremos, se llama el Sistema periddico de Sturm-Liouville.

3.7.2. Funciones propias.

Si dado un valor propio A de un sistema regular de Sturm-Liouville, exis-
ten n funciones propias asociadas a ese valor que son linealmente indepen-
dientes, ese valor propio se dice que tiene multiplicidad n.

El siguiente Teorema establece la caracteristica més importante de las
funciones propias de los sistemas de Sturm-Liouville:

Teorema 114 Supongamos que las funciones p, q y s en un sistema de
Sturm-Liouville son continuas en |a, b]. Supongamos que las funciones propias
uj y ug correspondientes a valores propios distintos \; y Ay, respectivamente,
son continuamente diferenciables. Entonces u; y uy son ortogonales respecto
a la funcidn peso s en [a,b]' .

Una consecuencia inmediata es el siguiente

Corolario 115 Las funciones propias de un sistema periddico de Sturm-
Liouville en [a,b] son ortogonales respecto a la funcion peso s en [a,b].

El siguiente teorema hace referencia a los sistema regulares:

Teorema 116 Todos los valores propios de un sistema reqular de Sturm-
Liouwille donde s > 0 son reales.

Sin ninguna duda, el resultado mas importante en relacion con los sistemas
regulares es el siguiente:

1Con esta afirmacién se indica que

b
/ sujurde = 0.
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3.7.3 Algunos problemas de valores propios clasicos

Teorema 117 Un sistema reqular de Sturm-Liouville tiene una sucesion de
valores propios reales
/\1<)\2<)\3<...

tal que lim, o A\, = 00. Las correspondientes funciones propias, denotadas
como u,, determinadas univocamente excepto por un factor constante, tienen
cada una de ellas exactamente n ceros en el intervalo |a, b[, y estas funciones
forman un sistema ortogonal completo.

Cualquier funcion f con derivada a trozos en [a, b] que satisfaga las condi-
ciones en los extremos se puede desarrollar en serie absoluta y uniformemente
convergente en términos de las funciones u,, es decir,

f(l’) = Z CnUn,
n=1
donde ,
nd
Cn = fabeu ma =1,2,3,
[” su2dx

3.7.3. Algunos problemas de valores propios clasicos

La ecuacién de Bessel

Se trata del problema de Sturm-Liouville dado por la llamada ecuacion
de Bessel:
22y +ay + (22 =Py =0, n>0. (3.58)

La solucion general se expresa de la forma

y(z) = a1 Jy(z) + coJ_(x), sin no es entero
y(z) = a1 Jy(z) + oY, (x),  sin es entero (3.59)
y(z) = arJy(z) + oY, (x), para cualquier 7,

donde se tiene

0 (1)kw2k+n
o) = kz:; 2%kl (n + k + 1) (3.60)
llamada Funcion de Bessel de primera especie de orden n.
K7<x) _ (COSWW)Jn(@ — ']*7]<x)’ (361)
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llamada Funcion de Bessel de sequnda especie de orden 1.

+oo
[(s) := / t="te7tdt, s > 0, la Funcion Gamma de Euler.  (3.62)
0

La ecuacion de Legendre

Se trata del problema de Sturm-Liouville dado por la llamada ecuacion
de Legendre:

(1—2?)y" =22y +nn+1)y =0, ne€ R. (3.63)
La solucion general esta dada por

y(x) = aopn(x) + alq,,(x),

donde
py() =1+
+> e (‘1>’“’7<77—2>---<n—2k+(22>k-)<;7+1>(n+3)...(n+2k_1> 22k
qy(x) == 2+
o (=D*(n=1)(=3)...(n=2k+1). (42K
+Zk:1( D*(n—1)(n—3) (n(;c:l;!) (72) (7+4)...(0+2k) 2k +1

Cuando 7 es un entero, se puede escribir la soluciéon general como

y(x) = 1 Py(x) + c2Qn(x),

donde
N
(“DMEn—20)
Pn = " )

(z) § 2k (n — k)l(n — 2k)!"

. [ n/2, si n es par
siendo V= { (n—1)/2, sin esimpar,
es la Funcion de Legendre de primera clase

o Polinomio de Legendre de orden n,
y

_ f pn(D)gy(z), sinespar
Qnlw) = { —@n(1)pn(x), sin esimpar,
es la Funcion de Legendre de sequnda clase de orden n.
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3.8 El problema de Dirichlet

3.8. El problema de Dirichlet

Se trata de encontrar una funcién arménica u(z,y) en una regiéon D que
tiene como frontera B, y tal que toma valores preasignados sobre la frontera.
Normalmente, D es un conjunto abierto y conexo y la frontera B es una
curva cerrada suave a trozos. Es conveniente recordar que una consecuencia
del principio del Médulo Maximo para las funciones de variable compleja es
que una funcion armonica en un dominio acotado y continua en el dominio
y su frontera, alcanza sus extremos en la frontera. Este problema fue tratado
con técnicas de variable compleja en la subseccion 1.11.4. Aqui se usaran
técnicas de separacion de variables en ecuaciones en derivadas parciales.

Se puede probar que el problema tiene solucién tnica que depende con-
tinuamente de los valores en la frontera. Si la funciéon f sobre la frontera es
continua, el problema tiene solucion tunica. La existencia de la solucién es
consecuencia del siguiente apartado.

3.8.1. Solucién del problema de Dirichlet en un disco

Problema interior

Se supone que se trata de un disco centrado en el origen y de radio a.
Se utiliza el método de Separacién de Variables escribiendo la ecuacion en
coordenadas polares.

La Ecuacion de Laplace en coordenadas polares es

VQU = Upp + — Uy + — U0,
r r
luego el problema se plantea como

Upy + — Uy + —2U99 = 07
r r
u(av 9) = f(9)7
donde f es una funcién 2r—periédica dada.

La solucién aparece como producto de una funciéon de r y una funcién de
0, es decir

u(r,0) = R(r).0(6),
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donde 0 <r <ay0<6< 2w,y se exige que la solucion sea 2m-periddica
respecto a la variable 6. Resulta
2R// R/ @//

0 9
"RTTRT e =N

pues cada miembro de la ecuacién depende de una variable distinta. Se ob-
tienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias

PR’ + 1R — AR =0,
0"+ X0 =0,

y las condiciones ©(0) = ©(27), ©'(0) = ©'(27) (por periodicidad).

Si A < 0 se obtiene O(0) = A.exp(v/—X 0) + B.exp(—/—\ 0), v las
condiciones de periodicidad producen la solucién nula.

Si A = 0 se obtiene u(r,f) = (A+ Blnr)(C6 + D). Haciendo r — 0 se
obtiene inmediatamente B = 0, luego u(r,0) = C8+ D, y las condiciones de
periodicidad obligan a que C' = 0, luego u =constante.

Si A > 0 se obtiene inmediatamente ©(#) = A cos VA + Bsin VM. Las
condiciones de periodicidad obligan a que VA =n € IN.

Las soluciones de la ecuaciéon de Cauchy son de la forma

R(r) = orV* + DrVA,

C'y D constantes arbitrarias. Haciendo » — 0 resulta que D = 0.
Utilizando ahora el principio de superposicion se obtiene, denotando p :=

r
a’

u(r,0) = % + Z p" (a,, cosnb + b, sinnd), (3.64)
n=1

Aplicando la condicién de frontera para r = a (es decir, para p = 1) se
obtiene

u(a,0) = f(0) = % + Z (a,, cosnb + b, sinnf),
n=1

y este es el desarrollo en serie de Fourier de la funcion 27-periédica f. Por
tanto,

1 2
ap, = — (1) cosnrdr, n=0,1,2,...
T Jo
1 2m
bn:—/ f(r)sinnrdr, n=1,2,...
T Jo
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3.8.1 Solucion del problema de Dirichlet en un disco

Llevando estas expresiones a la ecuaciéon (3.64) se obtiene

wrt) =5 [ s0)

n=1

Utilizando las expresiones complejas para el coseno resulta

u(r, 0) = i/o ") L= dr.

2 1 —2pcos(0 — 1) + p?

Problema exterior

1 +22pncosn(0—7') dr.

(3.65)

Se supone ahora que se desea encontrar una funcién armoénica en el exte-
rior de la bola cerrada de centro 0 y radio a, que coincida con una funcién f

dada en la frontera.

El tratamiento sigue los pasos del anterior. La tunica diferencia radica en
el momento en que se consideran las soluciones de la ecuacion de Cauchy.
Ahora, haciendo r — oo se obtiene C' = 0, con lo que la ecuacién (3.64) se

convierte en
u(r,0) = % + ; p~ " (an cosnb + b, sinnb),
De nuevo, la condicién u(a,d) = f(6) conduce a

2m
a, = — f(0) cosnbdo,

™ Jo

1 2
b, = —/ f(0) sinnbdo,
T™Jo

con lo que finalmente se obtiene

u(r,0) = 1 /27T f(7) L-p dr.
’ 27 J, 1 —2p~tcos(f — 1)+ p2
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3.9. Abplicaciones de las transformadas inte-
grales

3.9.1. Transformadas de Fourier

El uso de la Transformada de Fourier en la resoluciéon de EDP’s se basa
en las propiedades que tiene en relacién con la derivacién, de forma que la
transformada de una derivada se expresa algebraicamente en términos de la
transformada de la funcién original (ver la Proposicién 104). Es cierto que se
deben cumplir las condiciones de existencia de la Transformada de Fourier,
asi como las adecuadas para que se pueda aplicar la formula de inversion.
Por tanto, el uso de esta técnica queda limitada a situaciones particulares.

Para ilustrar estas aplicaciones se consideraran algunos ejemplos:

Ejemplo (Transformada de Fourier): Resolver el problema de Dirichlet

Vu(z,y) =0
u(z,0) = f(x),
u acotada si y — +o0,

u— 0, u, — 0, cuando |z| — +o0.

Se considera y > 0 fijo. Se supone que la solucién verifica la condicién de
existencia de la Transformada de Fourier (como funcién de z). Sea U(a, y) :=
Flul(o) = fj;o u(x,y)e " dz la Transformada de Fourier de la funcién u
considerada sélo como funcion de z (funcién que depende de a 'y de y). Si se
supone que se verifican las condiciones para poder calcular la transformada
de la derivada de segundo orden respecto de z, se tendra

2 d?
—a“U(a,y) + —=U(a,y) = 0.
(o, y) 07 (. y)

Las soluciones son de la forma
Ula,y) = A(a)e™ + B(a)e .

Cuando y — 400 se sabe que u(x,y) — 0, luego U(«,y) — 0, por lo que se
tiene

Ula,y) = B(a)e oW,
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Haciendo y = 0, se obtiene
Ule,0) = B(a) = F[f](a).
Por tanto,
Ua,y) = F[fl(a)e V.

Si se supone ahora que se verifican las condiciones para invertir la Transfor-
mada de Fourier, se obtiene

too +oo
U(LC, y) = i/ U(Oz,y)emxd& — i f[ﬂ(oé)ef\alyemxda,

2 J_ 21 J_

es decir,

u(x,y) = i /+00 |: 400 f(f)e_igad£:| €—|a\y€iaxda.

21 J_ o

Si se supone ahora que se verifican las condiciones adecuadas para poder
intercambiar el orden de integracion, se tiene

u(z,y) = 1 /+OO [/joo eiéaeo‘lyemxda] f(&)de.

27T —00 o0

Descomponiendo la integral respecto a la variable @ en suma de la integral
en | — 00,0] y de la integral en [0, +00][, se llega inmediatamente a

oo ‘ 2
/ e—zfae—\ahjezaazda _ %’
por lo que la soluciéon queda expresada como
+oo
y f©)
u(z,y) = = ————=d¢,
e =2 et

que coincide con la solucién obtenida mediante técnicas de variable compleja
en el apartado 1.11.4 (ver la férmula (1.2) allf).

Ejemplo: Transformada de Fourier y Convolucién: Resolver la ecuacién
del calor unidimensional en una varilla infinita con una distribucién inicial
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de temperatura dada. El problema se plantea como

U — Uge =0, x € IR, t >0,
u(,0) = f(z), = € R

u(z,t) acotada.

Se considera t fijo y se aplica la transformada de Fourier a la EDP con-
siderando que la variable es x. Si se denota la transformada de u(-,t) como
U, es decir

U<a7 t) = ]:[u<7 t)](Oé)7

se obtiene

d
—U(a,t) + a*U(a,t) = 0,
dt
que tiene como solucién U(w,t) = F(a)e ®"t. Por otra parte, la condicién
inicial proporciona

Ula,0) = Fla) = [ fa)e=dz = Ff)(a)

—00

la transformada de Fourier de f. Por tanto U(a,t) = F[f](a)e ®", y resulta

+o0
u(z,t) = i/ Ff)(a)e e da. (3.68)

21 J_o

El teorema sobre transformacion de Fourier de convoluciones asegura que,
bajo determinadas circunstancias, F[f * g] = F[f]Fl[g], o, escrito de otro
modo, f * g = F F[f]F|g]]. Teniendo en cuenta que

1

—a2t i
e atezaxda:

Feo 1 1 2

—x? /4t
T) = —— , 3.69
9(x) 2T /_Oo V21 /2t ( )

se obtiene
u(z,t) = f*g,

que es una forma especialmente comoda de expresar la solucion del problema.
Una forma de obtener la expresién (3.69) es observar que la integral que
alli aparece equivale a la integral de la funcién de variable compleja f(z) :=
e *"t (donde t > 0 es un pardmetro) en la recta ¢(a) == a — iz/(2t), a €
R, recorrida en sentido creciente de «. Se utiliza el Teorema del Residuo
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(Teorema 47) para concluir que esta integral coincide con la de la misma
funcién, ahora sobre el eje real recorrido también en sentido positivo. Basta
observar ahora que

+00 )
/ e dr =1

o0

(esta integral —llamada Integral de Probabilidad— se calcula mediante técni-
cas de variable compleja).

3.9.2. Transformada de Laplace

Como aplicacion de la transformada de Laplace, introducida en la defini-
cion 109, y cuyas propiedades se estudiaron en el apartado 2.4.5, considérese
el siguiente problema:

Ejemplo: Se considera una varilla extendida a lo largo del eje real positivo,
que inicialmente esta a temperatura 0 y que se calienta en el extremo x = 0
manteniendo este extremo a temperatura constante ug. La varilla pierde calor
debido a la radiacién (de forma proporcional a la temperatura). Se quiere
saber la temperatura u(z,t) en cada instante t > 0 y en cada punto = > 0.

La ecuacion que debe satisfacer u es la del calor, con unas condiciones
iniciales y de frontera que se traducen en

Ut = Ugg — KU,
u(z,0) =0,
u(0,t) = uo,

u(x,t) — 0, cuando x — o0,

donde K es cierta constante, que podria entenderse como un factor de ra-
diacion. Observar que la solucién u debe cumplir 0 < u(z,t) < ug, para todo
x> 0yt >0.Por lo tanto, estamos en condiciones de aplicar la transfor-
mada de Laplace a la funciéon u considerada como funcién de ¢, con 79 = 0
(ver las notaciones en el apartado 2.4.5). Denotando L(z, x) := Llu(z,t)](2),
Re(z) > 0, se tiene, por las propiedades de esta transformada,

d2
—u(z,0) + 2L(z,x) = @L(z, r) — KL(z,x).
Como u(z,0) = 0, se tiene
d2
@L(z, ) — (K +2)L(z,z) =0.
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Esto representa una ecuacién diferencial ordinaria de una funcién de la vari-
able x. La solucién es

L(z,x) = A(2)e™* + B(z)e™",

donde 71 y 75 son las dos raices cuadradas de z + K, donde 2z es un punto del
semiplano Re z > 0. Supongamos que Rer; > 0 y que Rery < 0. Dado que
u(z,t) — 0, cuando x — o0, se obtiene A(z) = 0 para todo z con Rez > 0.
Si ahora tomamos x = 0 se tiene

e —=zt e —=zt Uo
L(z,0) = / u(0,t)e " dt = uo/ e Fdt = —.
0 0 <

Por tanto B(z) = “¢, y resulta

u
L(z,z) = —e™®.
z

Para recuperar u basta ahora invertir la Transformada de Laplace (ver el
apartado 2.4.5). Se obtiene

U a+ioco ergxezt
u(z,t) = — dz,
2m J, z

—100

es decir, la integral de la funcion de variable compleja a lo largo de la recta
a+1ib, b € R, donde a es cualquier constante positiva.
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Capitulo 4
Pruebas

Presentaremos pruebas de algunos resultados

Teorema 8

Demostracién. Sea f(z) := u(z) + iv(z) una funcién derivable defini-
da en un abierto simplemente conexo . Supongamos conocida u. Propor-
cionaremos la expresion de la conjugada armoénica v. Para ello, se elige un
punto (xo,yo) en G y se toma (x,y) en G de forma que el rectdngulo de
vértices opuestos (zg,yo), (x,y), se encuentre contenido en G. Sabemos que

Ju v
o 9y’
du v
dy  Ox

Entonces, para cierta funcién f que depende sélo de v,

v(r,y) I/xg—z(s,y)dwrf(y) = —/x%(s,y)dwf(y)-

Para determinar f derivamos la expresion anterior respecto de y, con lo que
se obtiene

av(ﬂv,y) = —/x @(s,y)ds + f(y) = %(x,y)-

8_y 0 ay2
Como u es arménica,
Pu 0%u
- =0,
ox?  Oy?

por lo que

ou ? 0% ,
Gew) = [ Gatnds+ /)
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Por tanto

y y 91; 05 Y

donde k es una constante. Resulta finalmente

X a Y a
v(r,y) = —/ 8—z(s,y)ds+/ a—Z(wo,t)dtJrk.

Yo
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