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1.- Introduccidn

En numerosas ocasiones € andlisis de determinadas estructuras puede reducirse
a un problema unidimensional, por gemplo la flexion y torsién de las vigas, la
deformacion axisimétrica de l&minas de revolucion, etc. En estos casos, la facilidad o
dificultad de obtencién de una solucién analitica depende de la geometria, lacargay las
condiciones de contorno.

Para la resolucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias que aparecen en €l
planteamiento de estos problemas se han empleado diferentes métodos numeéricos:
elementos finitos, integracidn numeérica, diferencias finitas.

En la resolucion por € método de los elementos finitos se introducen unas
funciones de forma arbitrarias para representar el campo de desplazamientos en €l
interior de cada elemento, en funcion de los valores que adopta este campo de
desplazamientos en los nodos del elemento. Se han desarrollado diversas técnicas para
mejorar la precision obtenida, como la utilizacion de variables anodales, el empleo de
polinomios de Legendre, etc.

Entre los trabgjos que pretenden afinar la descripcion del campo de
desplazamientos en € interior del elemento, con el objetivo de poder ampliar el tamafio
del mismo, manteniendo un nivel de precision, se encuentra el estudio que se presenta a
continuacion.

Una formulacion aternativa consiste en el empleo de las funciones de forma
“exactas’, correspondientes a la resolucion por integracion del sistema diferencia
homogéneo que rige € problema. Estas funciones de forma ya contienen la informacion
congtitutiva sobre el material, a diferencia de las funciones de forma impuestas
arbitrariamente.

S se relacionan los esfuerzos y desplazamientos en los puntos nodales,
obtenidos en la integracion, se puede deducir la matriz de rigidez del elemento. Esta
proviene de la solucion del sistema diferencial, y por tanto no introduce aproximacion,
pudiendo considerar el elemento como € mejor posible, dentro de las hipétesis de
partida para e comportamiento del mismo. Ello permite, con la misma precision, €
empleo de elementos de mayor tamafio, a los que denominamos macr oelementos
finitos.
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2.- Esquema de trabajo

Como ya se ha comentado, la introduccién de determinadas hipoétesis
cineméticas permite en muchos casos reducir e comportamiento de ciertas estructuras
tridimensionales a andlisis de la deformacion linea de un medio unidimensional.
Aungue la metodologia propuesta se puede aplicar a cualquier problema, la
complgjidad de obtener soluciones analiticas a la mayor parte de problemas en
derivadas parciales, hace que nos centremos en el planteamiento unidimensional.

L as ecuaciones gue rigen el problema son de |os siguientes tipos:

a) Ecuaciones cineméticas, que relacionan e vector desplazamiento u(x) de
cada punto del medio con un vector de deformaciones e apropiado a
problema en cuestion, mediante un operador diferencial lineal de orden n:

e=A.u
b) Ecuaciones constitutivas, que relacionan las deformaciones empleadas e
con los esfuerzos s asociados mediante un operador lineal:

s =De
¢) Ecuaciones de equilibrio, que nos relacionan los esfuerzos s definidos con
las fuerzas exteriores aplicadas b, a través de un operador diferencial lineal
de orden n:
b=Bs
El conjunto de estas ecuaciones conduce a una ecuacion diferencial de orden 2n
en laincognita u, definida por:

b=Eu
E=B.D.A

La cua puede expresarse, mediante la apropiada identificacion de los
pardmetros, en un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias. La solucién de este
sistema puede obtenerse como la solucién completa de la homogénea mas una solucion
particular. Para la obtencion de un elemento finito (de su matriz de rigidez), sdlo
interesa el estado homogéneo, es decir, libre de cargas en €l interior del elemento. El
efecto de acciones sobre el elemento se obtendrd como en el procedimiento general de
rigidez, através de las fuerzas de empotramiento o fuerzas nodal es equivalentes.

La solucién completa de la ecuacion homogénea
Eu=0

puede expresarse mediante combinaciones lineadles de 2n funciones linealmente
independientes, donde intervienen 2n constantes de integracion, sin un significado fisico
claro. Para dotarlas de este significado, introducimos unas nuevas constantes que serén
precisamente los n valores de los desplazamientos en un extremo y en e otro del
elemento (recordemos que es unidimensional).

u(x) =P(x).C
iu(0)u éP(0)u
ue = OY- O e

tuLp - LY
C=PEu,
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Cada fila de la matriz PE es la funcién de forma del desplazamiento
correspondiente particularizada en un extremo del elemento (1 6 2), y C es un vector
gue engloba las 2n constantes de integracion.

Lamatriz PE es no singular, pues no hay ninguna relacion cinemética impuesta
entre |os desplazamientos nodales, y éstos se pueden fijar arbitrariamente. Por inversion
de la misma se puede expresar la solucion en desplazamientos en funcién de los
desplazamientos nodales, con lo que se obtienen las funciones de forma N(x) de los
desplazamientos, en la forma clasica del método de los elementos finitos. La diferencia
estriba en que estas funciones de forma no son arbitrarias, sino que responden a todas
las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema.

u(x) = P(x).PE “.ug = N(X).ug

Al conocer el campo de desplazamientos podiamos seguir el método clasico de
los elementos finitos para obtener la matriz de rigidez, 1o que conduce a expresiones
complejas y normalmente a integracion numerica; en nuestro caso, las funciones de
forma son ain més complejas que los polinomios que se utilizan habitualmente como
funciones de forma impuestas.

Pero a tener integrado €l sistema diferencial, podemos expresar cualquier
variable en funcién de las 2n constantes de integracion, y por tanto de los
desplazamientos nodales.

S expresamos las n componentes de esfuerzos, en e contorno se habran de
equilibrar con las fuerzas aplicadas en e mismo. El vector de cargas en e contorno
englobara los esfuerzos en e extremo dorsal, cambiados de signo, y los esfuerzos en €l
extremo frontal. S se emplean las expresiones adecuadas para los esfuerzos, la matriz
derigidez resultara simétrica.

s (xX) =Q(x).C
-5 (0 _¢& QO
s(Lp 8w
Lamatriz QE, al igual que la PE, es de 2n por 2n elementos. Pero a diferencia de

aquélla, es singular, pues hay unas relaciones de equilibrio de conjunto entre las fuerzas
en €l contorno.

i
de =i C=QEC
|

La matriz de rigidez se define como la relacion entre fuerzas y desplazamientos
en el contorno:

e =K.ug

S sustituimos las expresiones anteriores e identificamos con la definicién de
matriz de rigidez, se obtiene ésta:

d. =QE.C=QE.PE ".u.
K = QE.PE!
Al ser singular QE, como ya se ha indicado, no es posible obtener una matriz de
flexibilidad que fuerainversa de K, caracteristica comun a cuaquier elemento. Dicho de
otro modo, dadas 2n fuerzas generalizadas aplicadas en e contorno, no es posible hallar

de forma univoca los desplazamientos, pues tenemos grados de libertad
superabundantes, que habra que fijar con las ligaduras de los apoyos.



Andlisis por macroelementos finitos. Aplicacion a laminas de revolucién 4

Con estas consideraciones, la matriz de rigidez que se obtenga habra de cumplir
una serie de relaciones entre sus coeficientes:

- Simetria, por aplicacion del principio de reciprocidad. A diferencia de lo que
ocurre en el método de los elementos finitos, donde la simetria de la matriz
de rigidez va implicita en la forma de obtenerla, en nuestro caso solo se
cumplira s e proceso seguido en la integracion de las ecuaciones
diferenciales ha sido correcto.

- Equilibrio del elemento, que impondra unas relaciones entre las fuerzas
nodales, y por tanto entre las filas correspondientes de la matriz de rigidez,
para que se cumpla el equilibrio en el estado homogéneo de cargas.

- Compatibilidad de movimiento de conjunto, obligando a que movimientos
gue no produzcan deformacién (movimientos de conjunto), no produzcan
fuerzas nodaes. Ello impone relaciones entre determinadas columnas de la
matriz de rigidez.

La expresion concreta de las condiciones anteriores depende del tipo de
problema que estemos estudiando, ya que no son las mismas condiciones de equilibrio
de conjunto en un elemento viga o en un elemento de |amina axisimétrica, por gjemplo.

En resumen, el proceso a seguir para la obtencion de lo que hemos denominado
un macr oelemento finito es € siguiente:

1. Planteamiento del sistema diferencia que rige el problema en estado homogéneo de
cargas, en laforma méas conveniente para su integracion posterior.

Integracion del sistema, que quedara en funcion de 2n constantes de integracion.
Expresion de los corrimientos en funcion de las constantes de integracion.
Particularizacion en los extremos del elemento y formacion de la matriz PE.
Expresion de los esfuerzos en funcion de |las constantes de integracion.

© 0o &~ WD

Particularizacion en los extremos del elemento, cambio de signo en € dorsal, y
formacion de lamatriz QE.

7. Definicion de la matriz de rigidez del elemento, por multiplicacion de QE y la
inversa de PE.

3.- LAminas de revolucién

Son conocidas las propiedades de ligereza y resistencia que presentan las
estructuras laminares; la existencia de numerosos gemplos de este tipo de forma
estructural en la naturaleza (cascara de un huevo, huesos de las aves, etc.) confirma esta
afirmacion.

El hombre ha utilizado desde la antigiiedad las formas laminares (cUpulas y
bovedas, vasijas, globos de aerostacion, tuberias, misiles, etc.). De estas tipologias, las
de mayor interés practico presentan simetria de revolucion, tanto en su forma, como en
Sus acciones preponderantes (peso propio, presion interior).

Una de las ventgas de la forma laminar es que presenta una solucion a
equilibrio con esfuerzos contenidos en su superficie media (solucion de membrana), que
deja de ser preponderante cuando acciones locales o de borde vulneran las condiciones
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de deformacién impuestas por la solucion de membrana. En este caso aparece laflexion
delalémina.

Los primeros estudios tedricos sobre las [aminas, con e establecimiento de un
modelo bidimensional que permita predecir su resistenciay €l nivel de sus corrimientos,
no se desarrollaron hasta la segunda mitad del siglo XI1X. En 1888 Love presentd por
vez primera una teoria completa de laflexion lineal de laminas, con hipotesis similares a
las utilizadas treinta y ocho afios antes por Kirchoff para la flexion de las placas
delgadas.

En la segunda década del siglo XX se desarrollé una gran actividad
investigadora en el campo de la flexion de las laminas de revolucién. La introduccion
por Reissner de una formulacion mixta del problema, con e empleo de incognitas
cineméticas y estaticas, permitia la mplificacion del sistema diferencial, que Meissner
generalizo y aplico a la solucion de diversas geometrias [2]. En 1917, Dubois aplico la
formulacion alaresolucion de lalamina conica sometida a flexion.

Las complejas soluciones analiticas obtenidas carecian de aplicacion practica por
la pobreza de medios de célculo de la época. El gran desarrollo de los métodos
numericos a partir de la segunda mitad del siglo XX, fundamentalmente con el método
de los elementos finitos, acanzé también a la flexion de las [&minas. El primer trabgjo
sobre laflexion lineal de las [&minas de revolucion fue presentado por Grafton y Strome
en 1963; se trata de un elemento finito troncoconico, donde las funciones de forma para
los desplazamientos son polinomios de segundo y cuarto grado. La aproximacion que
esto introduce es aceptable siempre que la discretizacion de la superficie laminar sea
suficientemente fina, apareciendo distorsiones en cuanto los elementos adoptados
adoptan un tamafio algo mayor, especialmente en el calculo de las tensiones.

La mejora de este elemento se ha intentado por diversos medios, como €
empleo de coordenadas curvilineas o variables anodales. La solucion que proponemos
es la mejora del elemento por € empleo de soluciones analiticas ya conocidas 0 que
hemos obtenido [ 7], adaptédndolas ala formulacion del método de rigidez.

Asi pues € objetivo es la elaboracion de un elemento finito de revolucion, con
comportamiento geomeétrico lineal y material hookiano, con posibilidad de ortotropia
cilindrica, a partir de las funciones de forma que corresponden a la solucion analitica del
sistema diferencial que gobiernalaflexién delalamina.

3.1.- Elemento troncocoénico

El elemento a estudiar es una estructura laminar de generatriz recta, en régimen
axisimétrico lineal, sin cargas aplicadas en su interior. Las hipltesis sobre €
comportamiento de lalamina son las siguientes:

- Generatriz rectade laldmina de revolucion.
- Simetriaaxia enlaformay en la deformacion (por tanto en las acciones).
- Estado de cargas nulo sobre laldmina (acciones solo en el contorno)

- Regularidad de la normal (hipotesis de Love-Kirchoff). La normal a la superficie
media se mantiene normal a la superficie deformada y es inextensible; ello implica
gue no hay deformacion transversal, y el cortante es un factor puramente estético.
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L os Unicos desplazamientos a considerar son los correspondientes a la direccion del
meridiano y delanormal alalamina uy w.

El problema asi planteado resulta unidimensional, pudiendo adoptar como
variable coordenada la posicion segun e meridiano, s, o cualquier otra relacionada
geométricamente con ella

Los corrimientos se expresan en los ges
locales del elemento (u y w), 0 en los ges
generales (U’ y W’), asi como e resto de
variables.

Generatriz de

Las ecuaciones cinemdticas para la -
i elemento

lamina coénica con deformacién axisimétrica, en '
la hipotesis de Love-Kirchoff, seran de laforma:

t i Ejede
e :{es!% ’ CS,Cq} revolucion

El vector de deformaciones generalizadas e contiene |as extensiones linealizadas
& €;Y l0s cambios de curvaturalinealizados cs, .

Las ecuaciones constitutivas correspondientes a un material linealmente
elastico y homogéneo, con ortotropia cilindrica, adoptan laforma:

s =De C= E.h

s ={N,,N;,M_, M} 1-np,
2

é&C nC 0 04 p=c”

A G 12

D:gwc rC 0 0y n =n,

€0 0 D nD( E n
é a r==-=
60 0 nD rDg E. n,

El vector de esfuerzos generalizados s contiene los esfuerzos de membrana N,
Ny y los momentos flectores Mg, Mg, Unicas componentes no nulas bajo cargas
axisimétricas, ademés del esfuerzo cortante Q,, que es un factor puramente estético y no
interviene en la energia de deformacion.

Las ecuaciones de equilibrio correspondientes a estado homogéneo, con
acciones Unicamente en e contorno, son:
Bs =0
écosf (1+sd) - cosf 0 0 u

B=¢ 0 senf  cosf (24 +s%%) cosf al
e ds ds? dsU
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|-
Ll

Extremo frontal
del elemento

/N\:AQ/ 2 MJ/

Ejez -~ ‘
Para la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias planteado,
haremos uso de |as variables de Meissner:

lj . dw
% ds
ty =Q..s.cotf
Si expresamos las diversas incognitas en funcion de éstas, se obtiene el sistema:
e OU}J U:g 0 ]/ uJ i rEhcotf y
€0 Lgyp & Eh y% b
L() = s.cotf [s = T r(g)]

Cs es una constante directamente relacionada con la resultante de esfuerzos
segun € ge de simetria (constante por equilibrio). El sistema se puede diagonalizar
facilmente premultiplicando por €l operador L.

4’ Ougj __Ehél Oj o, rehcotf c, 1
o vy od yp o TCO”DT%

_\—|-;

Resolveremos la segunda de las ecuaciones. Al ser L un operador lineal, la
solucion general sera la suma de la solucion completa de la homogénea mas una
solucion particular. Extendiendo la funcién a campo complejo y con € cambio de
variable adecuado, se puede expresar la ecuacion homogénea como:

W 10y 4y g
dh2 h dh h2

h =2l -/is

Eh
| 2=_|—tof
Dg

Esta ecuacion es de tipo Bessel de orden p=2C [5]. La solucién se puede
expresar como combinaciones lineales de funciones de Bessel de orden +p y tercera
especie (funciones de Hankel) y cuatro constantes reales, que coincide con la solucion
completa si admitimos que la solucién de membrana se puede adoptar como solucién
particular, en cuyo caso Qg~0, luego y ,=0. Esta solucion particular es exacta para
material isotropo (r=1) o para Cs=0 (fuerza nula segun € €e).
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y (8)=C.H,(h)+C,H (h)
1C, =Eh(C,-iC,)
{C, =EN(C,- iC,)
p=2r
A partir de la solucion obtenida se pueden expresar e campo de

desplazamientos y de esfuerzos en funcion de sei's constantes de integracion, lo que en e
apartado anterior se han definido como matrices P(x) y Q(x):

- p? |C5|
ImA(h)) ReAM)) -Im(B,()) ReB,h)) 0 astgl H%Cio

4 |Cu

e
jrg SREAM) IMAM)  ReBM)) ImBM) O -ncosf(ucz:
Ul 8 s o
iWy eReAM) IMAM) ReBM) ImB,m) 1 - P S S>3C4Iy
I fo é

(>3

é

AM) = cost [;H,, () - (2 +n H, ()]

AM) =senf () + 2 50 E2HE ) - (p- 2)(p- A H,
+ e [ﬂHlp.l(h)+ pHY () + p(p- 25" + p(p- 2(p- 4)61‘2H1p.3dh]
AM) = [FH, ()

Red&ie Iméison la parte real e imaginaria de las funciones correspondientes. Las
funciones B(h) son como las A(h) pero sustituyendo las funciones H* por las H?. Los
desplazamientos estan expresados en |os ges generales.

L os esfuerzos, también en ges generales, resultan:

iCu

e gReH:, () ImHL (M) ReH3(M)) ImH:h)) O  cos# ie,!
| i é sen2f Ui C,i
i Z/' y = 2pEhg 0 0 0 0 0 - 5 u|Cy
i Eh/. i é a7
i A)Sf'b & imAM) REAM) -ImB,m) ReBm) o PO Dic
8 425 GICb

1 ~6

AM)=1HL, (M) - (2-n)HL M)

Estos esfuerzos o fuerzas generalizadas estén multiplicados por la longitud del
paraelo correspondiente; de esta forma la matriz de rigidez resulta simétrica, ya que €
trabgjo de deformacion es esa fuerza tota multiplicada por € corrimiento
correspondiente, constante en e paralelo. Se comprueba que la funcion Z' es constante
y directamente relacionada con Cg. A partir de estas fuerzas se pueden obtener |os cinco
esfuerzos significativos en gjes locales.

Las matrices obtenidas son las que hemos llamado Py Q en e procedimiento
general expresado en el apartado anterior; a partir de ellas se obtiene la matriz de rigidez
del elemento troncoconico como ali seindica
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3.2.- Andlisis de estructuras laminares de revolucion

Para completar €l elemento, hemos de incluir los casos extremos del tronco de
cono, es decir, laplacaanular y € cilindro, con lo que se podra discretizar en elementos
rectos cualquier lamina de revolucion.

Para ello se han adaptado también a la formulacion anterior las soluciones
andliticas ya conocidas de placa con simetria de revolucion y cilindro, completando el
macroel emento.

Con este macroelemento (su matriz de rigidez) se puede resolver cualquier
estructura laminar con simetria de revolucion mediante su discretizacion en elementos
de directriz recta, con la Unica aproximacion de su geometria, siendo exacta la respuesta
del elemento recto asimilado. La resolucion se puede hacer por el método de rigidez.

En el caso de que las cargas no estén aplicadas Unicamente en los nodos (estado
homogéneo en los elementos), se pueden obtener las fuerzas nodales equivalentes por
aplicacion de principios variacionales, a partir de las funciones de forma de los
desplazamientos ya obtenidas:

q°=- N"bdv
s2
- q° =2p cosf .PE"" (' .b.sds

sl

La integral depende de las cargas actuantes, b. Para algunas leyes de cargas
sencillas, se puede hacer una integracion analitica; en casos mas complejos se puede
recurrir aintegracion numérica, teniendo cuidado con la cuadratura que se adopta, dado
el caracter exponencia de las funciones englobadas en lamatriz P.

Para conocer la solucién en € interior del elemento se necesita una solucion
particular del sistema no homogéneo para afiadir a la solucion obtenida anteriormente.
Esta solucion puede ser la de membrana correspondiente a estado de cargas actuante.

4.- Aplicacion informatica para laminas de revolucion

Hemos desarrollado una aplicacion informética capaz de resolver e estado
tensional y de deformaciones de una estructura laminar, de forma cuaquiera y con
simetria de revolucion, a partir de los desarrollos tedricos expresados anteriormente.

La aplicacion se desarroll6 con e paguete Visual Basic, funcionando en €
entorno Windows. Esto hace que € programa sea agradable en su presentacion y
entrada de datos y salida de resultados, 1o que le confiere una utilidad didactica y
docente.

Tuvo la dificultad afiadida de que € lengugje no esta orientado a aplicaciones
cientificas, 1o que requirié la elaboracion de numerosas rutinas para €l manejo de las
diversas funciones que aparecen en €l desarrollo que hemos apuntado; entre otras
muchas, fue preciso definir un tipo de variables que reflgjara un nimero complejo y
desarrollar todas |as operaciones bésicas en el campo complego.

La aplicacién comienza con una pantalla principal desde la que se puede acceder
a las diversas opciones de entrada de datos y definicion de la lamina, célculo de la
mismay presentacion de los resultados. Todas las opciones tienen un importante apoyo
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gréfico. Se dispone también de un sistema de ayuda interactiva que orienta sobre el
propio programay sobre |os aspectos tedricos méas destacables de la aplicacion.

5.- Ejemplo

Se ha utilizado € elemento desarrollado y su aplicacién informaética resolviendo
numerosos g emplos y comparandolos con la solucion tedrica, o la numérica ofrecida en
diversos trabajos. Se ha comprobado la coincidencia de resultados y la mayor precision
alcanzada en los resultados utilizando discretizaciones mas groseras gue con otro tipo
de elementos con funciones de forma supuestas, como era de esperar.

Se presentan a continuacion los resultados para uno de los eemplos
desarrollados en €l trabgjo clasico de Grafton y Strome [1]. Se trata de una esfera con la
clave abiertay empotrada en la base, solicitada por un momento en el extremo libre. Se
ha analizado con diversas discretizaciones, procurando mantener la densidad relativa de
elementos por zonas. Se presentan |os resultados para el desplazamiento horizontal del
extremo librey el momento flector meridional M en el punto z=15.

Division en elementos Resultados

7° 7° 6° 400 u'y D% M(15) D%
28 elementos | 14 7 3 4 1.631390 0 -0.854100 0
14 elementos 7 3 2 2 1.629877 -0.09 -0.854059 -0.005
7 elementos 3 2 1 1 1.637416 0.37 -0.855425 0.16
2 elementos 1 elemento de 15°y otro de 45° 1677113 2.80 -0.873175 2.23

La discretizacion en 28 elementos, adoptada en € trabajo de Grafton y Strome,
coincide con el valor tedrico. Las diferencias con el caso extremo de solo dos el ementos
no alcanzan e 3%. La precision obtenida es muy aceptable, incluso para e momento
flector en € interior del elemento, no presentando los problemas que surgen con €l
empleo de funciones de forma impuestas en € célculo de la distribucion de los
esfuerzos.
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