FUNCIONES Y FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Los angulos:
Se pueden medir en:

GRADOS
RADIANES: El radian se define como el angulo que limita un arco cuya
longitud es igual al radio del arco. Por tanto, el angulo, a, completo en radianes de una

circunferencia de radio, r, seria:

Lcircunferencia o 2XTXT

O circun ferencia — =2XT
! r r
Su simbolo es rad.
3607 180"
lrad = - =~ 57017'45"
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2 X W a
1% = = ~ 0, 01745rad
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Las Funciones Trigonométricas:

y = senx
y =COS X
y =1g8x

Las ecuaciones trigonométricas:
= Razones trigonométricas del angulo diferencia:

sen|a' — ,B| = sena cos f — cos asenf3
cos(a — ) = cosacos 8 + senasen3
tga—1gf

tg|a - 'B| - 1+tgatgff

= Razones trigonométricas del angulo suma:

sen(a + f) = sena cos [+ cos asenf
cos(ar + B) = cos arcos B — senaisen3
tga+1tgf

o+ A= I-1gongf



= Razones trigonométricas del angulo mitad:

a l-cosa
sen— =%, /—
2
o /1 +cosa
cos—=1=
2
@ _, /1 cosx
I+cosa
= Razones trigonométricas del angulo doble:

sen2a = 2senq cosa
cos2a =cos’ a — sen*a

= Sumas y diferencias de senos y cosenos:

sen*a+cos’ =1

senA + senB = 2sen A;B cos A-B

2
senA — senB =2COSA+BsenA_B
2 2
cosA+c0sB:2c0sA+BcosA_B
2 2
senA + senB = —2sen A+B sen A;B

Geometria v trigonometria basica:

El triangulo rectangulo:

//f“/ a+B+y=180"°
o N y=90°
/’“' g
.-"//
4 =




El teorema de Pitaqoras:

¢t =a’+b*

Relaciones trigonomeétricas fundamentales:

a
gen & = = cog §
s
b
cog g =—— = BEN 'S
&
a
tan g S colg ﬁ
b
b
colgn = = tan g
a
s
gec y =—— = COSEC 5
b

gen ¢ = 1/cagee o

1/8ec o

cof O

tan @ = 1/cotg o

Lan o = gen o Seofa

¢
COEEC = = gec f
-1

gen (30 —a)=cos ot
cos (90 —a)=gmenu
tan (90 —a) = cotga
sen (180+a)= 7 sena
(180+a)= = cosa
(180+a)= *tanx

cos

tan

cotg (90 —a)=tan
gec (90 ~a)=csca
ege (90 —a)=seca
cotg(180+a)= ! cotgu
sec (180 a)= = sec o
csc (180+ a)= T csca




CALCULO INTEGRAL

Integrales inmediatas:

L [L[f(z)]dz= f(z)+c
2. [u™du= ‘:::Ll +e,m#E—1

3. [T =Inlul+c

4. [a*du= % +ec.a>0a#1
5. [etdu=e"+c

6. [sinudu=—cosu+e

7. [eosudu =sinu+e

(o 4]

. [tanwudu =In|secu| + ¢
9. [cotudu=In|sinu| 4 c

10. j secudu = In

secu + tanu| + ¢
11. [escudu=In|cscu — cotu|+ e

12. [sec?udu = tanu + ¢

13. [esc?udu = —cotu+e
14. [secu tanudu = —escu+ ¢
15. f cscu cotudu = —escu + ¢

du _ i 1
16. f —r— = arcsin} + e

= duw 1 u
17. f\,m—aa”-t&na"'f

. du _ — 1 gregin 2
18, fﬂwm— L arcsin® 4 ¢




Ejemplos:

j ! dx=ln|2+x|+C
2+ x

J- 3 —dx =3arctgx+C
1+ x

La integral definida: Regla de Barrow.

Dada una funcién f continua en un intervalo [a,b] y sea g(x) cualquier primitiva
de f, es decir g’(x)=f(x). Entonces:

[ fx)dx = g(b)— g(a)

Ejemplos:
jcos(x)dx = sen(xr)—sen(0)=0
0

j@ =In(e)—1In(1) =1
X

Integral de Riemann: El area bajo una curva f(x)

La integral de Riemann es una operacion sobre una funcién continua y
limitada en un intervalo (a;b), donde a y b son llamados los extremos de la integracion.
La operacion consiste hallar el limite de la suma de productos entre el valor de la
funcion en un punto x* y el ancho Ax del subintervalo conteniendo al punto.

Normalmente se denota como:

[ Foods

El simbolo J' es una "S" deformada. En el caso en que la funcién ftenga
varias variables, el dx especifica la variable de integracion.

INTERPRETACION GEOMETRICA:

La integral de Riemann es una forma simple de definir la integral de una
funcioén sobre un intervalo como el area bajo la curva de la funcion.

Para obtener una aproximacion al area encerrada debajo de una curva, se la
puede dividir en rectangulos como indica la figura.



f(x)

Iy I Iy I3 Iy

El area de cada recténgulo, es el producto de la funcién el un punto, por el
ancho del intervalo.

J(x)
f(x3) /I\
' ) r; |r3 )
Ty

Al aumentar el niumero de rectangulos se obtiene una mejor aproximacion.

flx)

J(x)

i 1]
i b




Azzn:f(xi)Ax

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos calcular el area
comprendida entre la grafica de una funcién positiva y= f(x), el eje OX y las rectas x=a,
x=b.

x=a x=b

Dicha éarea se representa como:

A =if(x)dx

El &rea encerrada por dos curvas fy g entre ay b seré:

A=lf

EJEMPLO: Calcula el area del recinto determinado por la pardbola y = x — x*
y el eje OX:

El vértice de la parabola se encuentra situado sobre la linea discontinua. El
area que queremos calcular aparece sombreada en amarillo. Por lo tanto los limites de
integracion serén los cortes de la curva con el eje x.



Sustituyendo en la ecuacion y=0, obtenemos los valores: x=0, x=1.

j.(x—xz)dxz x_z_x_3 LR
0 2 3

‘0223 6

Volumen de sdlidos de revolucion mediante el calculo integral.

Consideremos el problema general de hallar el volumen del sélido de
revolucion que se genera al hacer girar alrededor del eje y, la regién que esta
comprendida entre la curva y = f(x), con f(x) > 0, el eje x, es decir, la recta horizontal
y= 0y las rectas verticales x=ay x=b,donde 0 < a< b.

La region y el sélido de revolucién que genera aparecen representados en las
siguientes figuras:

.I'. ‘I

Dividamos el intervalo [a, b] en n subintervalos [x.1, x], todos con el mismo
ancho: Ax=(b-a)/ n.

Sea x;* el punto medio del i-ésimo subintervalo. Consideremos el rectangulo R;
construido sobre el i-ésimo subintervalo con una altura de f (x;*) y hagdmoslo girar en
torno del eje y. Entonces se produce un casquete cilindrico que tiene como radio
medio x;*, como altura f (x;*) y cuyo grosores AXx = X1 — X; .

Por lo tanto, el volumen V; de este casquete cilindrico esta dado por:

V= (25 f (5% bx



Para obtener un calculo aproximado del volumen total del sélido de revolucién
debemos poner n casquetes cilindricos de éstos, unos dentro de los otros, como lo
ilustra la figura y después sumar los volumenes de todos ellos:

]

Vwifé:zlzm*mximx
i=l

iml

V =lim Z (2% f(x,* Ax =r D7rx £ (%) dx

i=1

Y de esta manera hemos llegado a formular una regla general para el calculo
de volumenes con el método de los casquetes cilindricos. Es la siguiente:

Regla general: El volumen del sélido de revolucion que se genera al hacer
girar alrededor del eje y la regiéon que esta comprendida entre la curva y = f(x), con f(x)

> 0, el eje xy las rectas verticales x=ay x = b, donde 0 < a < b, esta dado por la
integral:

&
V:I 27Tx f(x)dx



EJEMPLO1:

Hallar el volumen del sélido de revolucién que se genera al hacer girar sobre el
eje y la region comprendida, en el primer cuadrante, entre la curva
y=-x"+4x” —3x+1 y la vertical x=3.
L v

y=-x +4x° - 3x+1

En este caso la regién que gira esta delimitada por la curva f(x)=—x*+4x*-3x+1,
por el eje xy por las rectas verticales x =0y x = 3. La altura de los casquetes
cilindricos varia de acuerdo a la funcién f(x)

3 3 3
V= j 2 (x)dx = 27 j x(—x* +4x> = 3x+1)dx = 27:j (—x* +4x° =3x% + x)dx =
0 0 0

x° x° ’ 99
=l -—+xt-xX+—| ==7x
5 2 5

0

EJEMPLO2:
Demostrar, empleando el método de los casquetes cilindricos, que el volumen
de un cono de altura h y con radio ren su abertura esta dado por:

Para comenzar, observemos que este cono puede ser visto como el sélido que
se produce al hacer girar, alrededor del eje y, la regién triangular cuyos vértices son
los puntos (0,0), (r,0) y (0,h), donde h y r son numeros reales positivos.



y=_(-hir)x+h

B
{0,0) r (r.u;.\ N

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos (r,0) y (0,h) es:

y= {—?zfr] x+h

Puesto que su pendiente es m = — h/ry la interseccion con el eje y es el punto
(0,h).

Ahora bien, para aplicar el método que nos ocupa, consideremos que el cono
esta formado por una serie de casquetes cilindricos, incrustados los unos dentro de los
otros, cuyos radios varian de 0 a ry cuyas alturas varian de 0 a h. Naturalmente, la
altura de cada cilindro esta dada por la recta y = ( —h/r) x + h. Los casquetes cercanos
al centro son altos y su radio es pequefo, mientras que los que se sitian mas al
exterior tienen un radio amplio pero su altura es pequena.

Debe ser claro entonces que un casquete cualquiera, de radio x, tiene como
altura:

Ffixy= [—k;‘rr]x+ﬁz



.1.I

f(x)=(-hir)x+h

T __:_I]__ 1 e,
Por lo tanto, el volumen del cono viene dado por la integral:

3r

0

r r r ) 3"
V= j(zﬂx)f(x)dx = 27zjx((_—h)x + h)dx =2ﬂhf (x— L 3yl = w{x__x_} _
0 0 r 0 r 2

2 3
o~y s ominhy = L pon
2 3r 6 3
EJEMPLOS3:

Hallar el volumen del sélido de revolucién que se genera al hacer girar,
alrededor del eje y, la regidon que esta delimitada por la parabola y = — X* + 4x — 3, por
la cibica y=x* - 6x° + 12x - 5y por las verticales x=1y x=3.

y ll g(x)=x"- 6x" +12x- 5
/

X

| 3

/
flx)=-x"+4x-3

En este caso, a diferencia de los ejemplos anteriores, hay dos funciones
involucradas que son:

Flx)=—x"+4x-3
g(xi=x —6x+12x-5




El sélido de revolucion que se genera al hacer girar esta region alrededor del
eje y. Obsérvese que esta limitado arriba y abajo por dos superficies de revolucion
curvas y en la parte interior y en la exterior por dos superficies cilindricas.

f
_-I- I

| '|'|._I_.J--
-
1

Consideremos ahora que este solido esta formado por una serie de casquetes

cilindricos incrustados, como antes, los unos dentro de los otros.
»

Esta vez los casquetes no sélo varian en cuanto a su radio y a su altura, sino
que varian ademas en cuanto a su ubicacion respecto del eje x, puesto que su base
inferior esta situada en la pardbola y = — X + 4x — 3 mientras que su base superior
esta situada en la cibica y = X* — 6x* + 12x - 5. Por lo tanto, un casquete cilindrico de
radio x tiene como altura:

i
.l

glxy- filx)

i

P tws

g(R - fix)=(xX 622 +12x-5) - (-2 +4x-73)
=X -5% +8x-12.

Por lo tanto, el volumen de este sdélido de revolucion esta dado por la integral:



3 3 3
V = [2mc(g(x) = f(x)dx = [ 2200(x” =52 +8x = 2)dlx = 277 (x" = 5x° +8x7 = 2x)dlx =
1 1 1

3
= 7 [i2x* —75x" +160x° 605 = 227
30 15

1

=2 -2
5 4 3
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VECTORES

Introduccion:

Los vectores son magnitudes representadas por un segmento dirigido (flecha).
Se caracterizan por poseer:

a) Una longitud, la que es representada por un valor numérico al que
llamaremos maédulo (también se la denomina norma)

b) Una direccion, que es la recta a la que pertenece

¢) Un sentido. La recta posee dos sentidos, generalmente estos se indican
mediante signos "+" para un lado y "-" para el otro.

Los vectores pueden situarse en el plano, o sea dos dimensiones, o0 en el
espacio, desde tres hasta infinitas dimensiones.

Veamos los vectores en el plano, las mismas propiedades pueden ser
aplicadas en todas las otras dimensiones. Es asi que podemos escribir su origeny su
extremo como puntos (x, y¥). La ubicacion de estos puntos le dara el sentido al vector.
Si el origen del vector es, por ejemplo, A = (1, 1) y el extremo B = (4, 5), el vector sera
AB (de A hasta B).

Resulta interesante destacar que las coordenadas de estos puntos determinan
un triangulo rectangulo, de manera que su médulo puede calcularse aplicando el
teorema de Pitagoras. De manera que la longitud de cada cateto coincide con el valor
que deberia tener el vector si su origen fuera el centro de coordenadas.

| vectar|= J(5-1)2 +(4-1)2

| vecior|= 4% + 32
| vector|= /16 + 3

| vector|= 5

4-1

Sea A un vector de ndimensiones, A = {ay, ay, as, . . . an} llamamos mddulo,
norma o simplemente longitud del vector al valor numérico (escalar) determinado por:

4] = Jai® +a2 +.. +al



Resta de vectores:

Restar dos vectores geométricamente implica "trazar" un tercer vector desde el
extremo del primero hasta el extremo del segundo. Aritméticamente restamos las
componentes verticales y horizontales entre si.

A=(7,2)

B = (5, 4)

A-B=(72)—(54)=(7-52-4)=(22)
T %

Suma de vectores:

Si tenemos dos vectores podemos sumarlos y hallar un tercero.

Método del paralelogramo: es un método geométrico en el cual trazamos dos
segmentos paralelos a la direcciéon de cada vector, por los extremos de los mismos.
Uniendo la interseccion de los vectores y de los segmentos paralelos (puntos en color)
obtendremos el vector suma.

Analiticamente, se suman las componentes.
A=(0,5)

B =(5,4)
A+B=(0,5+(54)=(0+5,5+4)=(5,9)

Propiedades:

1. A+ B =C (al sumar dos vectores se obtiene otro vector - ley de
composicion interna)

A=a(xy,Xx)=(axs,ax) (paraae R) [el producto de un vector y un
escalar da otro vector]

(-1). A =- A (opuesto) A'=1/A (inverso)
A+(B+C)=(A+B)+C (propiedad asociativa)

A + B=B + A (propiedad conmutativa)

a.(A+B)y=a.A+a.B (paraacR) (propiedad distributiva)
A(a+b=A.a+A.b (paraacR,beR)

A+0=0+A=A [0representa el vector nulo (0, 0) que es neutro en
sumaj

n

N OTA W



+(-A) =0
A
0

- — O

0.
1.

o =

A
A

Producto escalar entre dos vectores:

El resultado de esta operacion, como su propio nombre indica, es un numero
escalar.

Si tenemos dos vectores A ={ay, @, ..., an} y B={by, b, . . ., by} el producto
escalar entre ambos puede hallarse mediante la sumatoria del producto de cada una
de sus coordenadas.

A.B= ab+a b +...+a,b,

Dados dos vectores A y B llamaremos producto escalar de A'y B al numero real
determinado por:

A.B=|A|.|B]|.cos &

Siendo a el angulo entre ambos vectores.

7

Propiedades:

1. A.B=B.A

2. A.B+C)=A.B+A.C

3. (a.A).B=A.(a. B) (para @ € R)

4. A.A>0 (para A = 0)

5. |A.B|<|A|.|B] (desigualdad de Cauchy -
Schwarz)

o

SiA#0,B#0y a=90° =A.B=0 (Elproducto escalar de
vectores ortogonales es nulo ya que el cos 90° = 0.)

¢Como se determina el valor del angulo entre dos vectores?

A c
B
A C
B
A-B=C
(A-B)=C?

A’-2.A.B+B*’=C?
A*=2.|A|.|B]|.cosa+B*=C?



4% +p% -l

24 B

a2 +p? - 02
2 A B ]

COS =

o = afccos

Producto vectorial

Dados dos vectores A y B llamaremos producto vectorial de A = {a, a, as} y
B={by, b,, b3} al vector determinado por:

A x B= (azbg — agbg 5 agb1 — a1b3 , a1b2 - agb1)

Dicha expresion proviene de la resolucion de un determinante de la siguiente
forma:

Se considera una base ortonormal del espacio vectorial V3; B= {e1, €2, e3}.

Llamamos producto vectorial de los vectores x e y al vector xAy obtenido de la
forma siguiente:

el el ed
x~y=|xl z2 =x3
1 v2 w3

Siendo x = (x1,x2,x3) e y = (y1,y2,y3) respecto de la base B
Por tanto las coordenadas de xAy seran respecto de esa base:

x2 x3 (&1 x3 |x1 =x2
x . jr = td - ?
2 w3 1 3 vl w2
En este caso son vectores de R® pero es aplicable a vectores de cualquier

dimensién. El vector resultante sera perpendicular al plano en el que se encuentran A
y B.

Propiedades:

AxB=-(AxB)

Ax(B+C)=AxB+AxC

(a.A)xB=Ax(a.B) (para ae R)
A x B es perpendiculara Ay aB
(AxB)xC=Ax(BxC)
(AxB¥?=(A.A).(B.B)-(A.B)?
|AxB|=|A|.|B]|.|sena]

Noakwd~

Momento de un vector respecto de un punto.

Se define el momento de un vector v respecto de un punto O a un vector M,
que verifica la condicién:



Observar que se trata de un producto vectorial de dos vectores, por lo que si
los puntos son O (xo0,y0,z0)y A (xA,yA,zA), el vector momento tiene la expresion:

i k i j k
ﬂZ‘u= X=X, Vi~ Vo 2472, o bien ﬂ?‘}: X, Vg 2,4 s1 0 (0,0,0).
v, Vy v, Ve vy V.

Momento de un vector respecto de un eje

Sea un vector cuyo momento respecto a un punto O es el dado por la
expresion anterior y sea E une eje que pasa por el punto O, de manera que sea un
vector unitario que sefala la direccion y sentido de E. EI momento del vector respecto
al eje E, ME , viene dado por la expresion:

M, =M, ii=|M|.|ii|.cos(M i)

Si los vectores de la férmula anterior se expresan en funcion de sus
componentes cartesianas, podremos escribir:

ME=MM,::#+M oyl Jr*+JM U,



